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内 容 提 要 


投影 解法 ( 有 限 元 法 、 配 置 法 等 均 可 视 为 其 特例 ) 是 求 数学 物理 问 
题 近似 解 的 常用 方法 之 一 。 本 书 试图 以 泛 函 分 析 为 工具 来 研究 投影 解 的 
存在 性 、 收 敛 性 及 其 误差 估计 的 有 关 问题 。 全 书 共 分 四 章 ， 第 一 章 介绍 
集合 序列 及 算 子 序列 的 收敛 性 概念 。 二 、 三 、 四 章 分 别 介绍 线性 、 FR 
性 问题 以 及 特征 值 问题 的 投影 解法 。 

本 书 可 以 作为 计算 数学 专业 研究 生 或 高 年 级 大 学 生 选修 课 读本 ， 也 
可 供 计算 数学 工作 者 及 有 兴趣 于 泛 函 分 析 应 用 的 科技 人 员 参 考 。 


算 子 方程 投影 解法 
RET AR 3 


+ 
武汉 大 学 出 版 社 出 版 
(RA MMU) 
新 华 书店 湖北 发 行 所 发 行 武汉 大 学 印刷 厂 印 刷 
* 
850X 11684 1/32 2.6250% ”216 千 字 
1987 年 12 月 第 一 版 1987 年 12 月 第 一 次 印刷 
印 数 ，1 一 1350 
ISBN 7 一 307 一 00178 一 0/0 + 18 
统一 书号 ，13279 .56 定价 ，1.70 元 


t 


F š 


数学 物理 中 所 出 现 的 众多 的 微分 方程 、 积 分 方程 或 微分 积分 
方程 的 求解 ， 可 以 看 成 无 穷 维 函数 空间 中 算 子 方程 的 求解 问题 。 
而 为 获得 它们 的 近似 解 或 数值 解 ， 需 要 采用 近似 方程 来 代替 原 方 
程 并 求 其 解 。 建 立 近 似 方程 并 设计 相应 的 解法 的 手段 是 多 种 多 样 
的 ， 其 中 投影 方法 ( 如 众所周知 的 Tarep 方法 、 配 置 法 、 最 
小 二 乘法 均 为 其 特例 ) 是 常用 的 方法 之 一 。 本 书 试图 以 证 函 分 析 
为 工具 来 研究 投影 解 的 存在 性 、 收敛 性 以 及 误差 估计 等 有 关 问 
题 。 对 于 非 线 性 问题 ， 由 于 其 解 往往 是 不 唯一 的 ， 基 于 此 ， 本 书 
对 线性 或 非 线性 问题 都 将 原 问题 的 解 与 近似 解 看 成 是 某 些 集合 的 
元 素 ， 而 把 近似 解 的 收敛 性 问题 看 成 是 集合 序列 的 收敛 性 问题 。 
用 这 种 方式 处 理 收敛 性 是 十 分 自然 的 ， 同 时 某 些 点 列 意义 下 不 收 
敛 的 解 序列 ， 在 这 种 集合 意义 下 却 可 能 收敛 。 解 集合 序列 的 收敛 
性 又 直接 依 燥 于 算 子 方程 中 的 算 子 的 性 质 以 及 相应 的 近似 算 子 对 
原 算 子 的 逼近 方式 。 本 书 中 ， 我 们 讨论 了 一 类 非常 广泛 的 正规 算 
子 方程 的 近似 解 的 有 关 问 题 。 

本 书 是 在 我 们 近 几 年 来 为 本 校 计算 数学 专业 研究 生 开设 的 算 
子 方程 数值 解 讨论 班 中 的 部 分 题材 以 及 数值 泛 函 课 中 部 分 内 容 的 
基础 上 加 工整 理 而 成 的 ， 同 时 也 参照 了 国内 外 有 关 的 一 些 近 期 成 
果 ， 也 有 参加 讨论 班 洪 同志 近 几 年 来 所 做 的 工作 。 

读者 只 需 具 备 最 申 本 的 泛 函 分 析 以 及 数 信 分 析 知 识 就 可 比较 
顺利 地 阅读 本 书 。 因 此 它 可 作为 计算 数学 专业 研究 生 或 高 年 级 大 
学 生 的 选修 课 教 本 ， 也 可 供 计算 数学 工作 者 及 关心 泛 函 分 析 应 用 
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的 科技 人员 参考 。 

全 书 共 分 四 章 ， 第 一 章 是 预备 性 的 ， 介 绍 集合 及 算 子 序列 收 
剑 的 一 些 基 本 概念 。 第 二 、 三 章 分 别 讨论 了 线性 与 非 线 性 算 子 方 
程 的 投影 解 ， 第 四 章 对 特征 值 及 层 点 问题 的 投影 解 作 了 初步 介 
#. 

本 书 虽然 只 限于 讨论 算 子 方程 的 投影 解 ， 但 是 讨论 收敛 性 的 
方法 ( 即 所 谓 列 紧 性 方法 ) 对 于 更 一 般 的 近似 算 子 方程 也 适合 。 
因此 在 各 章 中 ， 我 们 总 是 从 一 般 性 的 定理 入 手 讨论 其 近似 解 的 收 
敛 性 ， 然 后 再 具体 到 投影 方程 的 情形 。 为 了 理解 与 应 用 这 些 理论 
分 析 ， 每 一 章 都 给 出 一 定数 量 的 例子 。 书 的 最 后 还 给 出 三 个 附 
录 ， 简 明 地 ( 绝 大 部 分 无 证 明 ) 叙述 了 正文 中 所 用 到 的 某 些 结 
论 ， 目 的 是 希望 为 读者 阅读 正文 时 提供 一 些 方便 。 

本 书稿 虽 经 一 再 教学 试用 过 ， 但 由 于 我 们 水 平 所 限 ， 疏 忽 及 
不 妥 之 处 一 定 难 免 ， 黎 请 读者 批评 指正 。 

中 山大 学 陈 铭 俊 教授 仔细 审阅 了 本 书 初稿 ， 提 出 了 很 多 宝贵 
意见 ， 本 校 费 浦 生 副 教授 及 人 饮 传 起 同志 也 提出 了 很 多 好 建议 ， 在 
此 说 向 他 们 致 以 衷心 的 感谢 ， 


BET HAM 
1985 年 12 月 于 武汉 大 学 
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集合 序列 和 算 子 序列 的 收敛 
在 序言 中 ， 我 们 已 经 提 到 求解 算 子 方程 
Ar=f, z€ X, fEY, (1.1) 
z=Kzr+g, z€ X, JEX (1.2) 
的 解 经 常 采用 其 近似 方程 
Aat =fns SEX, fn€EY, (1.3) 
T= Kr+gny z€ X, gnEX (1.4) 


来 代替 以 求 其 近似 解 ， 这 里 X, Y 均 为 抽象 空间 ， 4 为 X 到 
V 的 算 子 ，K HX #| X WT, A, K. 分别 为 算 子 A. K 
的 近似 算 子 。 在 考虑 求 近似 解 的 过 程 中 ， 自 然 要 考虑 近似 方程 
(1.3),(1.4) 的 能 集合 与 原 方程 (1.1),(1.2) 的 解 集合 的 关系 ， 算 
f 4 、 天 ,是否 分 别 收敛 于 AK 以 及 以 什么 方式 收 伍 于 4, K 
的 问题 。 为 此 ， 本 章 将 介绍 集合 序列 与 算 子 序 列 收敛 性 的 一 些 基 
KES. 

这 里 给 出 的 概念 虽然 对 距离 空间 一 般 也 适用 ， 但 为 实用 与 叙 
述 方便 起 见 ， 仍 然 设 X. Y 均 为 Banach 20] JLX, Y) 
HEX 4 Y 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 ， 按 定义 它 也 是 Banach 
Zi. Æ X=Y, Mie LX, DA LX). R, WRH 
丈 声 明 ， 所 有 抽象 空间 都 是 实 的 。 


1.1 列 紧 算 子 与 正规 算 子 


本 书 我 们 要 讨论 算 子 方程 (1.1)，.(1.2)， 其 中 算 子 _ 4、 天 
分 别 限定 为 正规 或 列 紧 的 。 

i N ={l, 2,3，…} 为 自 然 数 集合 ， N 的 无 穷 子 集 用 N’, 
人 /等 表示 。 - Fins `. s í 

如 果 空 间 X 的 集合 万 的 每 一 个 开 覆 盖 有 有 限 的 子 履 盖 ， 则 
称 D 为 列 紧 集 。 如 果 口 是 列 紧 的 ， 则 称 D 为 相对 列 紧 集 。 如 
R 中 每 一 个 序 列 都 有 于 X 内 收敛 的 子 序列 存在 ， 则 称 万 为 
序列 列 紧 集 。 如 果 对 每 个 之 0, D 有 有 限 e- 网 DC X， 即 对 应 
于 每 一 个 zED， 存在 一 个 zsED.， 使 得 r-r l<e 则 称 
D 为 全 有 界 集 。 若 D 为 列 紧 的 ， 则 DD 是 闭 的 。 又 ， 下 列 说 法 是 
等 价 的 ， 

D 是 相对 列 紧 的 ; 

D 是 序列 列 紧 的 ， 

DD 是 全 有 界 的 。 
一 般 ， 全 有 界 性 将 更 多 地 用 于 理论 证 明 中 ， 但 是 ， 在 我 们 的 下 文 
中 ， 一 种 与 序列 列 紧 类 同 的 概念 一 一 离散 列 紧 ， 起 着 相当 重要 的 
作用 。 如 果 对 于 点 列 {zafC X 的 每 一 个 子 序列 均 有 收 TE 
列 ， 则 称 之 为 离散 列 紧 的 。 以 下 简称 离 散 列 紧 为 d- 列 紧 。 H 
此 ， 如 果 任何 属于 D 的 无 穷 序 列 均 是 d - 列 紧 ， 则 D 称 为 相对 列 
紧 的 ， 有 时 也 简称 相对 紧 。 

下 述 Arzela 定理 对 判断 连续 函数 空间 中 的 集合 是 否 列 紧 是 
非常 有 用 的 。 

定理 (Arzela ) ”使 得 定义 在 闭 区 间 [o, 6] 上 的 连续 函数 族 
WY CCa, b] 中 的 相对 列 紧 集 的 必要 且 充 分 条 件 是 这 族 函数 一 致 
有 界 旦 等 度 连续 。 
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对 于 空间 L?(0, 1) 上 的 函数 族 ， 一 个 类 似 的 结果 成 立 。 

定理 (Konxoropos) 设 M > L?(0,1) (p>>1) 中 的 集 
合 ， 则 集合 M 在 LO, 1) 中 相对 列 紧 的 充 要 条 件 是 

1。 存在 常数 k， 使 得 


J aidie v z(y € M, 

o 

2. 对 任 一 e>0， 能 找到 ô>0, EA |A| <k 
J lza th -ea Pdt<e, vz(D€ M. 


"O C[0 1105, 定义 zG0O=0, 
K, X>Y, WERS 有 界 人 之 民 (3S) EIR WAK 为 


列 紧 算 子 〈 线性 或 非 线性 ) 。 (1.5) 
显然 ， 如 果 K 有 界 且 是 有 限 秩 算 子 〈 即 值 城 属 于 有 限 维 空 


bJ), MJ K 是 列 紧 的 。 
例 1.1 考虑 由 积分 


b 
Kax(s) -| k(s,t)z(t)dt 


所 定义 的 算 子 K, LCa, 的 -三 [ab]， 其 中 kls, t) € LCa, 
0] x5a, 6])。 不 难 验证 ， 是 Lia, 四 上 的 列 紧 算 子 。 

例 1.2 假定 Rsy t, u) 关于 变量 (s, 1)ELa, b]x[a, bj > 
|u|<r 是 连续 的 ， 则 由 积分 


. 
Auts) aj h(s, t, u(t) )dt 
所 定义 的 算 子 4 在 连续 函 数 空间 中 的 半径 为 r 的 球 U 上 是 列 


紧 的 。 
事实 上 ， 直 接应 用 Arzela 定理 则 知 结论 成 立 。 


例 1.3 i X Jp Co6ones 2 B] Wi(0, 1), f(2, 2) 为 [0， 
1lxR 上 的 连续 函数 ， 且 关于 u MEEWERK. AM f(z， 
4) EL*(0, 1), Vu€Wi1(00, 1)， 从 而 积分 


Pa 
Je u(z))p(z)dz, v@.u C€ Wa (0, 1) 


存在 ， 于 是 对 每 一 固定 的 4EWV8(0, 1)， FR WiO, 1) 
于 的 有 界线 性 泛 函 ， 由 Riesz 表现 定理 *)， 对 紫 一 个 4E 丈 六 0， 
1)， 存 在 vEW3(0, 1)， 使 


p) =| ye， u)o(z)dz, V pCW.100,1) ， 


其 中 (ou p) WLO, 1) 上 的 内 积 ， 从 而 可 定义 算 子 F. WiO, 
DW 3(0, 1); 


v= Fue (v, p) = | /Gzipdz vpEWIO 1) ， 
WEH, WT F WiO, DAWO, 1) 的 连续 列 紧 算 子 。 
事实 上 ， 设 按 W 范 数 unt A 

(Fu, - Fu, Fup- Fu) =f au) fu) 

x(Fu,- Fujdz, 

故 有 | Fu,- Puli, 
从 而 F JERAT. LEWO, 1) 为 有 界 集 ， 由 嵌入 定 
理 ( 见 附录 二 )， 它 在 LO, 1) 中 为 相对 紧 ， 根 据 同样 的 算法 ， 
有 


< clu 
2 


*) 对 Hilbert 空间 H 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 f, AM 一 的 元 
u€ H, të faz) = (g,z),z € H. 
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|F u- Finl p SIFE u) 一 大 zy om) za 


<cl|u,-u,| 2 + 


MILEAR BD F 为 连续 列 紧 算 子 。 
这 个 例子 的 证 明 思路 将 在 讨论 微分 方程 广义 解 中 被 采用 。 
ATA X>Y, 如 果 {zs} AR, (Az, d-F) g => {27} 

d- 列 紧 , WH: A 为 正规 的 (rcgular )( 线 性 或 非 线性 ). (1.6) 
从 定义 得 知 ， 可 以 直观 地 认为 正规 算 子 是 具有 逆 列 紧 性 的 算 

+. 

不 难 证 明 ， 在 集 LX, V ) 中 的 正规 算 子 HOA. BJ: 

上 ， 梁 用 N(A) 表 示 4 的 零点 集 ，R(A) 表 示 值 域 ， 并 记 B= 

(z, zh=1}，S=BNN(A)。 如 果 A 为 正规 算 子 ， 因 S 有 

WH AS= {0}， 从 而 S 列 紧 ， 并 由 此 推 得 dim N(A)< +o, HJ 

N(4) 为 有 限 维 子 空间 , 于 是 存在 闭 集 CX 合 X=N(A)@F， 

W Ar 为 4 在 集合 下 上 的 限制 ， 显然 NCA) = 05 HD Ar 是 

一 一 对 应 映射 ， 从 而 45! 存在 。 又 因 AEL(X， 了 了) 是 正规 的 ， 

从 而 Ar 也 连续 且 正规 ， 由 此 推 得 |4rzl>alzl(c>0)，zE 万 。 

因 涛 不 然 ， 存 在 序列 z. Iall Arto FATE RIE V 

{zn}d- 列 紧 ， 不 失 一 般 性 ， 设 Irr, JAT Azz=0, |z] =1, Jt 

与 NCA) = {0} 矛 导 ， 从 而 A45! 有 界 且 RADAN AA 

R(4r) =R(A)， 故 4 有 闭 值 域 ， 

有 的 文献 也 称 正规 算 子 为 固有 算 子 ( proper operator), 
例 1.4 如 果 O ACLOX, Y), WE 


lAz|2>aj|z|, vz€ X, a>0, 
则 4 是 正规 算 子 ， 因 为 此 时 存在 连 仁 的 逆 算 子 A, HA RA) 
闭 的 。 由 正规 性 定义 得 知 4 正规 。 
例 1.5 设 4，X 一 代为 压缩 算 子 


14zr ~- Az,[<a|z, -zl, vr, rm,€ X, a<<1 而 了 为 得 等 
算 子 ， 则 == 了- 4 为 正规 算 子 .事实 上 ， 假 定 {z,} CX 是 有 界 
序列 且 {7, - Ax} 是 4- 列 紧 集 ， 则 由 于 4 的 压缩 性 得 知 T! 存在 
而 且 连续 ， 根据 假定 {gn} = {Tzn} 是 d- 列 紧 的 ， 从 而 {zn} 也 是 
d- 列 紧 的 。 

例 1.6 设 K, X- X IRAT W| I - K 是 正规 算 子 。 
事实 上 ， 设 {7,} 有 界 ，nE N， 则 {Kz。}d- 列 紧 ， 即 存在 VE X， 
Kz nEN'CN。 又 设 {z, 一 Kz,}d- 列 紧 ，nE N， 从 而 当 
n€ N’ 时 {7 一 Kx} 也 是 df- 列 紧 的 , 设 p, € X W Tn- KEY 
nEN”CN'CN， 从 而 Zz>yo+y，nE€ N”. 此 即 表明 {2z,} 也 是 
d- 列 紧 的 。 类 似 地 ，47 了 - 天 也 是 正规 算 子 ， 其 中 4 大 0 为 实数 。 

最 后 指出 ， 在 Banach 空间 中 ， 列 紧 算 子 的 任何 有 限 线性 组 
合 仍然 是 列 紧 算 子 ， 对 于 正规 算 子 ， 这 个 一 般 性 结论 虽 不 成 立 ， 
但 有 很 多 实用 场合 仍然 具有 这 一 性 质 。 


1.2 集合 序列 的 收敛 性 


o 合 序列 的 收敛 性 概念 与 近似 解 的 收 化 性 有 着 直接 关系 。 

集合 S 的 8- 邻 域 表示 为 

2.5)= U (682, Ilr-yl<e}, e>0. 

类 似 于 空间 X 的 点 的 收敛 性 ， 定 义 集合 的 收敛 性 如 下 。 

设 S，5S, 忆 X，nE€N。 如 果 对 任意 2>>0， 存 在 一 个 n.， 使 
Hnn js SERS), MFR Ss 收 敏 于 S, 并 记 SS. f 
言 之 为 

Sres, ME ve>0 vn 充分 大 SCOe(S)。 (1.7) 

BLT 设 IFAR S-10) Safih, nen, m 


Sa >S, n>, 
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Mis 设 S=[0 1 So 和 + 而 


Si 人- me N, Wino 时 有 SaS. 
例 1.9 设 S=(r, OKT1} UAT, 2<z<3) 
s,=Í=, 2-}<r<s}, n€ N, 
则 S, S, 
例 1.10 ik X, 为 Banach 空间 X 的 ARAT 空间 ， 而 且 
XE Xans n€ N, ÚX, =X. SiB 
S=(u, lyl<1}, S54={y: YESA Xah 
IER S,—> S. 
在 例 1.9 中 ， 如 果 设 S= (z, 2<z<3}， 显然 Sa>S 也 成 
立 。 Kt, LRR- MELA 


SSCS' 一 9 。 (1.8) 
对 于 空 集 合 Øs QO,.(@)= Ø, WH í 
Sn 一人 全 So= Ds vn 充分 大 (1.9) 
S,=@, vn 充分 大 之 SS，YSCX。 (1.10) 
集合 {Ta}，{5n} 的 聚 点 集 分 别 定义 为 
{Tn}* = z€ X, z,—>z, n€ N”), (1.11) 


{Sa}* = (z€ X, x,>z, z € Sn n€ N'Y (1.12) 
所 有 聚 点 集合 均 为 闭 集合 。 
类 似 于 点 列 的 d- 列 紧 ， 可 定义 集合 列 的 d- 列 紧 。 
如 果 每 一 个 序列 {Ts， z€ S, n€ 人均 有 收敛 子 序列 ， 则 
集合 列 {S 中 称 为 d- PR. WR 
{Sw}d- 列 紧 ，{Sj*= 9>So= $ vn 充分 大 ， (1.13) 
15t = {5.}* 。 (1,14) 
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例 1.11 ESSE illa WAS = 101b, Satsa” 


而 且 {Sw} 是 d- 列 紧 的 。 

下 面 的 定理 刻 划 了 d- 列 紧 集 合 列 一 个 RRE CEE 
近似 解 的 收敛 性 时 起 着 基本 作用 。 

定理 1.1 a) (S, 是 d- 列 紧 的 充 要 条 件 为 {Ss}* 列 紧 、 
Snr*{S,}*, 

b) (S, d HWRE, {Sn}*CS， 则 SaS. 

证 BU ORA Mb) ERZ. MEH a), 

假定 {Sw} 是 d- 列 紧 的 ， 令 z, C {Sht EN, T ff fen < 
na 及 En, € Sn 使 得 jz -zi —0. NAJ Sa) E d - A Ë 
的 ， 故 存在 N K z€ X 使 得 rr >z, € N, 因此 tir, iE 
N’, HSA RIR RT. 

假定 Sa iSt 不 成 立 ， 则 存在 €>0, N’ 及 z,€ S, n€ 
N’ 使 得 对 一 切 n€ N 及 z€ 1S,Y* Alt- z|>#, Is it, (z,, 
HE NM)*= 忆 ,并 由 此 得 知 Sh 不 是 一 个 d 列 紧 集 ， 这 一 矛盾 

; 推 得 {5} 是 d 列 紧 时 必 有 San->{Ss}*, 至 此 必要 性 得 证 。 

有 反之， 假定 {5S。}* 列 紧 以 及 Ss>{5a}* 证 明 {Sn} 是 d- 列 
紧 的 。 取 mESn NEN’, H Sw>4Sn}*， 故 存在 N"CN'， 及 
z"€(S,y*,mC N”, |z, a - z"|— 0, n(m)€ N”, n(m)—>co, 
XAH" d- 列 紧 的 ， 故 存在 NCN”, $ m€ N”, a” 
z€ X. AW Zrm>Zy n€ N”, Tntm) € Smm)s 即 {5,}d- 列 紧 。 


1.3 算 子 序列 的 点 态 收敛 与 一 致 收敛 


算 子 序列 的 收敛 性 概念 与 算 子 的 近似 表示 法 有 着 直 接 的 联 
系 。 
AT, Ta X>Y, n€ N。 如 果 
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“1 


T,z—Te, 4 n>, yz€ X (1.15) 


成 立 ， 则 称 算 子 T, 点 态 收 敏 于 T, 记 为 T.T, 如 果 极 限 过 程 
Tvz-=Tzy n>oo 对 zE 大 -- 致 地 成 立 ， 即 对 任意 给 定 的 e>0, 存 
在 常数 E nk JER 


IT,z=- Tzl<e 


对 一 切 zE 飞 均 成 立 ， 此 时 称 T, 一 致 收银 于 T. 显然 T, 一 至 
KAFT 时 必然 点 态 收敛 于 了 ， 反 之 则 不 一 定 。 如 果 T,. TE 
L(X, 了)， 此 导 一 致 收敛 应 理解 为 按 范 数 收敛 ， BBIT,- T |—- 0, 
例 1.12 iz X =P HARNEY {e} IEN. 又 记 X. = 
[eyes …，en-iy Enla n€ N 为 由 eye …，ex 所 生成 的 空间 ， 


于 是 当 Toz = D (a, epei 8, Tal, uh 7 为 恒 等 算 子 。 又 


车 设 Tuz= La, W Ta 一 致 收 化 于 0 算 子 。 
当 T，、TEL(X，Y) 时 ，nEN，, 有 下 面 两 个 常用 的 定理 ， 
定理 1.2 T,z—Tzr, vz€ X 成 立 的 必要 是 充分 条 件 为 
1. ATDAN 
2。 在 六 的 一 个 币 密 子 集 G 上 


TX->Tr, vz €G. 


证 可 参考 一 般 泛 函 分 析 教 科 书 。 

定理 1.3 Z Taz->7Tz，VzEX， 则 在 X 的 任 一 个 相对 列 紧 
子 集 上 ，7， 一 致 收 全 于 了, 

证 设 芝 是 天 中 的 相 村 紧 集 ， 则 对 任 一 个 e> U 可 用 有 
RAe- 网 所 覆盖 ， 因 此 ， 对 每 一 个 zxEU， 存 在 z， 使 得 iz- 
TACE, 这 样 的 z, 只 有 有 限 个 ， 于 是 由 不 等 式 


© 1CT,-T)yz|<|T,-T)(z-z,)| + Ta- T)z,| 
<(IT,| + ITDe+ max] Ta- Tal, 


立刻 推 得 所 要 的 结果 。 


1.4 算 子 序列 的 连续 收敛 


从 本 节 开 始 , 到 本 章 结束 若 没有 另外 的 声明 都 假设 Tas Ti 
X-VY,n€ N. 如 果 


Er z=> T z, Tr, vz € X, (1,16) 

` c a c 
则 称 算 子 T, 连续 收 伊 于 T， 记 为 7, 一 7'。 等 价 地 ,我 们 说 7n> 
T, 是 指 
Tro => T,z—Tz VTE X. (1.17) 


如 果 Ta TELC, 了 )， 易 证 T, ST 5T, STR % 
价 的 。 


事实 上 ， 若 Zw- 刀 7， 则 由 定理 1.2， 存 在 常数 MM ,使 IT < 

M, n€ N, Hi Ü 
IT,x,- Tz|<IT,z,- Tatl +|T',z- TE] 
<M ltn- T] + IT,,= - Tz| 

BATT., 相反 的 情况 是 明显 的 ， 只 要 取 z,= z. ' 

利用 这 一 事实 可 证 

定理 1.4 没 7。、T EL(X, Y)E T, >T, K, ZX 是 
连续 算 子 (不 必 线 性 )， 则 算 子 T,K、TK，Z>Y WET, K> 
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TK. UT. Is EET, KSK, 
证 Ip z€ Z B.z,—z, n=; B+ K 的 连续 性 ， 故 


Kr, >Kz, 4 n>, XE TaT, W T Kz T Ka, N 
TK STK 
例 1.13 HET K, ( —co, +0) EXA 
Ki fe, T 5 a 
XAT Ta 有 > 下 的 定义 如 同 例 1,12 .. 


T= Ë: (z, e,)e,, 
-1 


EHEH TKK. ' 

如 果 算 子 了,，7 不 是 线性 有 界 算 子 ， 首 态 收敛 一 般 不 保证 
连续 收 和 化， 但 是 当 算 子 列 还 是 等 同 连续 列 或 渐 近 连续 列 时 ， 结 论 
将 会 同样 成 立 。 

如 果 
YLEX, hrx, 时 ,7 一 人 ->0， YnEN 一 致 地 ，(1.18) 


则 17",} 称 之 为 等 同 连续 列 . 
如 果 
Va € X, 4 rz n> h, |Zu- T tl (1.19) 
MAZ a 称 之 为 渐 近 连续 列 。 
从 定义 可 以 看 出 
{7 小 等 同 连 续 所 >{7 直 渐 近 连续 且 VC N，7, 连续 
(1.20) 


定理 1.5 T, 一 六 的 苑 要 条 件 是 
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1. T, ST, 

2. (T, WEER. 

证 ET, >T, G =s ERIT, >T, HJC 
IIT, Tth- IT,z- Ta l| SIT pt- TE] 


立刻 推 得 (7, 渐 近 连续 ， 必 要 性 得 证 。 利 用 此 不 等 式 ,: FE TJ 
证 条 件 1，2 是 充分 的 。 


1.5 算 子 序列 的 列 紧 收 全 


如 果 
S 有 界 一 > UT,(S) 列 紧 ， (1.21) 
则 算 子 列 {了 了,} 称 为 族 列 紧 。 
如 果 
S 有 界 一 >{T,(S)}d 列 紧 ， (1;22) 
则 算 子 列 {7,} 称 为 渐 近 列 紧 。 


根据 集合 的 列 紧 性 定义 以 及 集合 序列 的 d- 列 紧 性 定义 可 以 
得 知 ， 在 Banach 空间 中 ， 对 任何 集合 序列 {5。}， E US: 成 
为 列 紧 的 充 要 条 件 是 {S}d- 列 紧 ， 而 且 对 任 一 个 mE N, FaN 
紧 。 据 此 容易 证 明 

{T} 族 列 紧 扣 >{T} 浙 近 列 紧 且 T。 列 紧 ，YVsEN。 (1.23) 

如 果 Sio e 


T, >T, (TARIE, vn N, Ta, 1.24) 


则 算 子 列 {T。} 称 为 族 列 紧 收 全 于 T, UET, >T. 
由 定理 1.5 以 及 渐 近 连续 的 定义 ， 可 以 证 明 ，{T。} 族 列 紧 收 
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AF T, 如 果 


T.T, IT. WE R SAES. (1.25) 
如 果 


TT, HATAN K, (1.26) 


则 算 子 列 {tT。}y 称 为 渐 近 列 紧 收 伊 于 了 记 作 T, 7. 


同样 地 ， 由 定理 1.5，T。 一 字 个 可 以 定义 为 ， 如 果 : 


T, 也 六，4Tw) 记 近 列 紧 且 浙 近 连 续 。 (1.27) 


一 些 文献 也 称 T, T HARKAK. 

一 - 般 说 来 ， 族 列 紧 收 俩 一 定 会 导致 浙 近 列 紧 收 货 ， 反 之 则 不 
一 定 成 立 。 

例 1.14 X = (0,1) 或 CU01l IR Tr = 0, Tz = 1-z， 


n 


则 Ta 0, n T, 并 不 成 立 。 
下 述 结果 说 明了 这 两 种 收 化 性 的 关系 


T, TET, T.T, IRH, vn€ N. (1.28) 
它 可 以 由 (1,20) 与 (1.23) 直 接 推出 。 
例 1.15 规定 X=C[0, 1],u€C[0, 1 时 ，lul = maren 


Hl, 考虑 积分 算 子 
Ku(s) = kls, t, ult))dt, 0<<s< 1; 
o 


如 果 核 Rs,b v) Æ R=[0,1]x[0,1]x(- 20, +00) 上 的 连续 
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Ao Wa K 映 空间 CL0, 1] 于 自身 且 是 列 紧 算 子 。 如 果 用 近 
似 积 分 


Kauls) = È wik(s, 19, u(t3)) 
=l 


代替 上 述 积分 ， 共 中 0 二 中 入 1， 而 o 为 近似 积分 公式 的 权 ， 便 
得 到 一 列 近 似 算 子 大。 C[0, 1]>C[0, 1], n€ N. 假定 近似 积 
分 公式 是 收 全 的 ， 即 š oè 

n 1 

S'as z(18) 一 | z()dhb 

J=) o 
KRE AMEA Par Jy ERURSAN Pr 为 积分 公式 ， 
Wipo p BRESET Willlel= 1 tool= $log]. 又 
因为 Var->w， 由 定理 1.2 得 知 

lynl = > [29|<SM<- oo ynEN, 

其 中 M A 06 JA ucs) EU = (u; u€ C[0, 1), sl 
HJ u 


|Kauls)| = | $ uks, 19, 4(19)) 


<Ik(s, t, u) ( > “| SAN, 
-i 


HIKI = max(|ROs, t, uG))js OSS, t<1, “EU, AiE K, 
(U) 是 一 致 有 界 的 。 和 如 果 我 们 还 能 证 明 {Kww，nEVNW，uEU} 是 
等 同 连 续 的 ， 则 UKU) 是 一 - 致 痛 界 且 等 同 连 续 族 ， 从 而 由 
Arzela 罕 理 得 知 它 是 相对 列 紧 集 并 由 此 知 {K。} 是 族 列 紧 算 子 
列 。 

HEHA Kals), “EU, nE NUES, FR 
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[Kauls +h)- K.u(s)]| = | 2: wi[h(s +h, I", uG(12)) 


~ (s, #9, #19))]|, 


并 记 Cs) = kis, ty U), HIT RCS, t, u) ELO, 1]s 是 一 致 连续 
的 ， 于 是 fos): 0<b os1} 在 [0, 1] 上 形成 一 笠 同 连 数 
ik, 于 是 ， 对 给 定 e 二 0， 存 在 62>0, HJALLA 时， 对 所 有 tv 


[RCS + hy ty u) = (s, ty u)| E/M, 


因此 ， 
(Rls th -KMO <( È 1o91)e/MN<e 
jai 


ADEI n€ N K uEU 成立。 
cc 
进一步 ， 我 们 还 可 以 证 明天 ,一 天。 事实 上 ,由 于 近似 积分 
EUA 
[Ku Ka] = 之 woLkCs, £9, ut)) ~— k(s,t3, uo C19))]|, 
“l ` 
p: 1w3| 0940 RG, ty o) AT v 的 连续 性 得 知 Kau 二 
Kaulo, YnEN 及 Weuoy 并 有 ` 
IK,u- Ku >0, nco 及 uu, 
"Ta TELG, 了) 时 由 于 T, 避 与 7,- 久 7T 等 价 , 因 
MEX TaT HOANT SA: 
sB aeh. 
T,—T HAT, 族 列 紧 。 
同样 定义 T.T 的 (1.26) 可 写 为 。 
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T, >T BITENE. 


1.6 算 子 序列 的 正规 收敛 


如 果 

(zV, (T, d 列 紧 一 > {7,}d- 列 紧 ， 并 且 {T,} 的 每 
个 子 列 也 有 此 性 质 、 (1.29) 
则 算 子 列 Ta 称 为 渐 近 正规 。 

如 果 


T, T, IT BE EB. (1.30) 


则 算 子 列 {T,} 称 为 正规 收敛 于 T, 记 作 T.T. 
对 于 线性 有 界 算 子 情形 ， 由 于 点 态 收 伍 与 连续 收 化 是 等 价 
的 ， 因 此 ， ETa T€ L( X, Y ) f, 


T, DTT, DT, Ta) 浙 近 正规 。 (1.31) 

在 线性 有 界 算 子 情形 ， 与 正规 收敛 密 切 相关 的 一 个 慨 念 是 算 
子 列 的 稳定 性 。 设 T.C L(X, Y) ,如果 存 在 m 使 得 当 # 之 no 时 ， 
Ti EEE- SR, MHATA ERER. 

定理 1.6 HT, T,CLOX, Y). B Ta >T, W T, 是 稳 
定 的 充 要 条 御 是 算 子 T 存在 逆 7!。 

为 了 证 明 这 一 结论 ， 需 要 下 述 两 个 引 理 。 

引 理 1.1 T, >T, S 为 有 界 闭 集 ， 则 {TS}*=TS， 

证 设 S 为 有 界 闭 集 ， 如 YET, SY， 则 有 {zs} cS, nE 
N £ T zu, I T,— 故 frsjd 列 紧 ， 从 而 有 NC N C 
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N, an~t, n€ N” R Ti —>Tz, BB s= Tz. 因 S 为 闭 集 ， 所 以 
TES, K YETS, 于 是 {TSyY*CTS, 


B2, HYETS, WEE z€S 使 y=Tz。 而 由 TaT 可 
H Tae 一 Tx =y， 从 而 yE (T,Sy*, BB TSc (T,SY* 故 
IT,Sy*= TS. 

现 记 U= (z, lzl=1}。 

3081.2 {7} 稳定 <>0 E{T,U}*。 

证 首先 我 们 指出 ， 如果 T€ L(X, Y), X. Y 为 Banach 
空间 ， 那 来 

3 T° N(T)=- 0)&> 0ETU, 


3 T HRE 3a>0, ITz|2>a|z|, z€ D(T). BT (T,) 
稳定 ， 故 当 n 充分 大 以 后 ，TR 存在 且 一 致 有 界 ， 即 178 |<, 
HEIE [Tael >ar, <c>0。 芳 0E{TsUj*， 则 存在 Yn EY = 
T,z, [z,| = 1, n>0， 而 由 yn = Tatal Salt 推出 za 0y 

这 与 |zsl = JS, Ko € T,U)*. 

Bz, OCAT U", MAA n EAKA, 0€ T,U, 由 比 推 
H Ta 存在 。 

现 证 Til 一致 有 界 ， 如 不 然 ， 则 有 


zn =1, IT,z,1—0, n, moo, 


此 与 90 CATU $. 

现在 转向 证 明定 理 1.6。 

根据 引 理 1.1，{7Ts0}*=TU， 故 由 引 理 1.2 知 {Ts} 稳 定 僻 罗 
(€ TU<—>T-' 存在。 

在 数值 分 析 中 ， 离 敬 的 正规 收效 概念 常常 比 正 规 收 俩 概念 更 
便于 应 用 。 下 面 仍 设 T... T, X-Y,n6€ N, 又 设 X.C X HX 
的 子 空间 。 如 果 
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(z) 有 界 ， z. € X, (T,z,Yd- R= (z, d- 列 紧 ， 并 且 
ITa 的 每 一 个 子 列 也 有 此 性 质 ， (1.32) 
则 称 算 子 列 {T。} 为 离散 渐 近 正规 。 如 果 


Tr, IT 离散 浙 近 正规 ， (1.33) 


则 称 算 子 列 离 散 地 正规 收 各 于 7, 记 为 ,一 了 (离散 地 )。 
类 似 地 ， 如 果 T, Te L(X,Y) W 
T, STONIO EST, DT, (T 离散 渐 近 正 规 。 (1.34) 
显然 ， 若 取 六 ,= X, 则 离散 渐 近 正规 与 渐 近 正规 一 致 ， 一 
E 
T, DT= T, >T ON ROL). (1.35) 


又 若 {4,} 是 离散 渐 近 正规 ， 而 {K，,} 是 渐 近 列 紧 ， 则 {4+ 
Ka) 也 必然 离散 渐 近 正规 ， 因 为 如 取 {5。} ARo z. € X,, X 设 
{Anta + Kaznid- 列 紧 时 ， 存 在 N'CN 及 WEY， 使 


A,z, + 天 nTn-yo n€ N. 
又 因 { 天 小 渐 近 列 紧 ， 故 存在 N*CN’ KE u.€ Y, 


K,z,>u n€ N”. 


因此 Ann > YoY: nC N”, 
HH(A,z,) (n€ N”)d- 列 紧 ， 由 于 (A, 是 离散 渐 近 正规 ， 故 推 得 
{zn}d - 列 紧 。 


总 结 所 述 ， 即 

{4 由 离散 渐 近 正规 ，{ 天 。} 渐 近 列 紧 一 > {4 + 必 。} 离 散 渐 近 
正规 。 í (1.36) 

并 因此 有 
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A, D AOSS, KaK => (Art K,) = (AHK) 
Hp). (1.37) 
ac 
例 1.16 # K, —K, W 


yy K. (1.38) 


且 育 I-K, >] -KS Bb). (1,39) 
例 1.17 2 H 为 Hilbert 空间 , A€ L(HDB ESE, H 


(Az, z)2>a|z|2, a>0, vz€H, 


又 没 Pa H >H, fb P,- Pt = Ph, P, I, RIRH, 
H 为 n 维 子 空间 (n€ N) Mj 


P, 42> A CHR). (1.40) 
为 证 明 (1,40)， 先 证 明 {P。4} 离 散 浙 近 正规 ， 设 (z, 有 界 ， 
nE Has (P, u.) d- 列 紧 ， 因 {zw} 有 界 ， 又 H H Hilbert 空间 ， 
改 存在 N'CN WE a,r SEH, nE N”, XI {P,Ax,} d- 列 
紧 ， 故 存在 N. N 使 得 
P,Ax, >u, YCH, n€ N”. (1.41) 
Pi nc N 时 
(Pal Az,—- AL), Ep- z) = ( A(z, T) Ta- Z) + 
+ (AlE, -= z), £- P,z) 
>a|z,- L] + (A(z, E), z— P,z), (1.42) 
由 于 xn BRAT z, 于 是 利用 (1,41) 推 得 上 式 左 端 极 限 为 零 , 又 
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Bz, SRE P, oI 808 ESE NR 39, MMT 
z, n—=eo, B) {P A} 为 离散 渐 近 正规 


现在 设 nz 由 于 P, 2 I RARR Wk Az, -> Az H 


P.Az,— An, MIP, A.A, (1.40) 式 得 证 。 

最 后 我 们 有 必要 指出 ， 在 往 后 的 章节 中 大 量 采用 正规 收 做 概 
念 来 讨论 算 子 方程 的 近似 可 解 性 , 这 种 理论 与 A Proper 映射 更 
论 有 非常 相近 的 性 质 [13]， 然 而 将 近似 解 的 收 化 看 成 集合 收敛 问 
题 ， 正 规 收效 概念 则 更 为 方便 。 
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第 二 章 
线性 算 子 方程 的 投影 解法 


在 数值 求解 算 子 方程 时 ， 投 影 方法 是 其 中 较为 常用 的 一 种 方 
法 。 诸 如 .Davepgwa 方法 、 最 小 二 乘法 、 配置 法 以 及 有 限 单元 
法 都 属于 投影 方法 。 所 谓 投影 方法 是 用 算 子 的 投影 方程 来 代替 原 
来 的 算 子 方程 ， 用 投影 方程 的 解 作为 原 方程 的 近似 解 。 

本 章 将 介绍 线性 算 子 方程 投影 解法 的 一 些 基本 问题 。 我 们 将 
四 到， 近似 解 的 收 化 性 常常 可 直接 由 上 上 章 所 讨论 的 算 子 列 的 收敛 


2.1 投影 算 子 和 投影 方程 


it X H Banach Zi ië LOO J X 上 一 切 有 界线 性 算 
子 的 集合 ，D(7 ) 为 算 子 了 HER ROHT WR NT) 
为 了 的 零 空间 ，X* 为 X WRAZN. 

AFP: X>X ( 或 R(P) ) 称 为 投影 算 子 ， 如 果 它 是 线性 
有 界 的 而 且 

P-P, 2.1) 


HT(I-Py=(1-2P+P)=I-P, Ait I-P tg X EB 
投影 算 子 .这 里 及 以 后 7 均 认 为 是 单位 算 子 。 又 由 于 对 任意 zE 
和 有 z=Pz+(z-Pzr)， 这 表明 z 可 以 表示 成 按 闲 线性 子 空间 
M = (u, u= Pa, z€ X} 5 N ={z; 2z=(T-P)z， z€ X} 的 元 
的 直接 和 ， 这 种 直接 和 一 般 并 没有 要 求 是 直 交 和 。 显 然 ， 子 空间 
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Mb EBE {TT = Pr, tE XIRAR TÈN N 即 为 集合 
{z:Pz=0zEX}. 因 此 ,利用 投影 算 子 的 定义 有 如 下 分 解 关系 ， 

X =M@N, 

{ M=R(P)=N(I~P), ， 

N=N(—(P)=R(1-P5, ` ° 


其 中 M. NCX 均 为 闭 子 空间 ， 并 称 算 子 卫 为 沿 N 投影 X T 
M 的 投影 算 子 ， 而 I-P Ji M 投影 X T N 的 投影 算 子 。 
Rž, X 可 以 分 解 为 两 个 团子 空间 M 和 N 的 直接 和 ; 
那 末 我 们 称 满足 关系 ， : 
(i) Pusu, vuEM, 
(2.3) 
Gi) Pu=0 ywEN 


的 线性 有 界 算 子 P€ L X58583 W T. RH QRP P 
满足 PP, HFX 的 任 一 团子 空间 M， 是 否 存在 投影 算 子 己 
ELZL(X)， 使 得 M = RCP) 有 闭 的 补 集 呢 ? 回答 是 否定 的 ， 除 非 
M 是 有 限 维 的 或 X 是 Hilbert 空间 。 
我 们 记 H 为 Hilbert 空间 ， 由 于 Hilbert 空间 具有 正 交 分 
RIED AAEM 为 H KWAFÈ E AEX ARA 
H =-M@M:, (2.4) 


H Mt 表示 H 中 -一切 与 空间 M 正 交 的 元 素 的 总 体 。 因 此 ， 在 
上 面 的 讨论 中 ， 若 用 M+ 代替 入 ， 由 此 出 发 所 定义 的 投影 算 子 
称 之 为 正 交 投影 算 子 。 

显然 ， 算 子 P, HRP) 是 正 交 投影 时 ， 必 有 (z-— Px) L 
R(P), z€H, KZ, P, 日 ->-R(P) 是 线性 有 界 且 对 于 每 一 个 x 
6 五 ，(z-Pz) LRCP)， 则 书 为 正 交 投影 ， 

可 以 证 明 ， Hilbert 空间 中 的 任 一 个 正 交 投 影 算 子 是 自 共 思 


22 


且 非 负 的 。 
事实 上 ， 若 记 Pu 为 沿 Mt 85 H + M wakaka, 
Put HE M RE H T M: 的 正 交 投影 算 子 ， 则 对 任意 7， Y 
EH 
(Puz, y) = (P uz, Puy + Put y) =(Put, Puy) 


=(Puz+ Pu: z, Puy) = (z, Puy), 


BF A Jf bh, X 
(Put, z) = (Puzy Puz+ Pu: z) = (Puz, P uz) 


= |Puz|22:20> yrz€H 


即 得 非 负 性 。 
在 Banach 空间 中 ， 非 零 的 投影 算 子 卫 的 范 数 一 般 是 |Pl1 之 
b AX IPI=1PI<IPI Bigz Hilbert 空间 中 ， 如 果 投 影 
算 子 不 是 正 交 投影 ， 其 范 数 一 般 也 大 于 或 等 于 1 。 当 算 子 是 正 交 
投影 算 子 时 ， 其 范 数 1Puj = 1， 事 实 上 ， 因 X=Pxuz+Put 7y 
从 而 
[zh = Puai? + Puil, 
IP;z|<|]z1 BB [P,;1<1. 
一 方面 ， 因 为 |Pwl 之 1!， 从 而 推出 1Pxl =1。 
需要 指出 ， 在 Hilbert 空间 中 ， 如 果 投 影 算 子 Pus H>M 


是 正 交 的 ， 根据 正 交 分 解 的 唯一 性 ， 可 以 推 得 这 时 投影 有 最 优 二 
乘 逼近 性 质 ， 


lz-Puzl = inf lz-yl, vr€EH. 
eM 


例 2.1 it X = R°, HV e= (1, 0s 0), @x= (O> 1,0), €, = 
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(0, 0,1), M= [es e], N= [e] MJ X= MƏN, 因此 对 任 
— É = (É Š É) E X, 


Pué =(É £,, 0)=š,e, + E262, 
Px =(0, 0, £,) =š,e;, 


例 2,2 it X =P, eo eo … 是 它 的 标准 基 ， 即 向 量 e; R 
标 分 量 除 第 个 为 1 外 其 余 均 为 9， 记 X,= [es es …， e), 
若 我 们 定义 Pau X—X, H 


P,z= >! (ze)e ZEB, (2.5) 
i i-l 


WPa ÈP 上 的 投影 算 子 。 

设 X 为 具有 可 数 类 ely es … ( 不 一 定 正 交 ) 的 实 Banach 
空间 ， 则 任 一 元 ZE X 可 唯一 表示 为 

r= à Ée, 
其 中 是 实数 。 现 在 定义 泛 函 fe 使 fa(z) =é ME f(x) 是 
齐 次 可 加 且 连 续 的 [18]， 从 而 fi: EX*， 因 此 vz€ X + 
s= 2 (fo Eyen 

其 中 《fi, 2) 二 f(z) =,。 


iz 入 ,= Leig @ ey En] 为 由 基 en Ers ty en 所 生成 的 n 维 
空间 ， 于 是 投影 算 子 Pr X- X, 可 以 表示 为 


P= 2 (fo E) en (2.6) 
i=l 
其 中 /EX e,€ X, i=l, 2,- 


因为 这 时 P,z-—z, vz€ X, n-o, 从 而 由 定理 1。 l e faa 
IP,| <, k 为 常数 。 
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即使 X 是 一 般 的 Banach 28l 如 果 Ke 为 X 的 有 限 E 
空间 ， 并 设 e eo …， en 为 X, 的 基 ， 此 时 投影 算 子 Pa X> 
X, 也 可 表 为 I 


P= $ $ (ye, = > llis Ezen l€ X*. (2.7) 


具体 论 目 在 此 不 开 详 述 。 

例 2.3 it X = Cl[a, b], (tay 为 [ab] 的 一 个 分 割 ， 使 得 
tn=a， tm=b. XR el i=1, 2, n Jy [a,b] 上 的 个 线 
PEERI EAR 并 使 得 e3(tyn) =s b, j=1, 2，…， s X 
里 ô; H Kronccker 记号 ， 即 


对 每 一 个 EC[a, b]， 定 义 有 界线 性 算 子 Mm ° 


i Z(tin)er. I (2,8) 
因此 ， 车 记 X,=[el, eW, eñ), 则 (2.8) 式 决定 了 一 个 投影 
算 子 H. X- Xo 特别 地 ， 如 果 e" 取 分 直线 性 函数 时 ， 则 称 
了 ,为 分 片 线性 插值 投影 ， 最 然 这 时 II KET was 
算 子 ， 对 于 分 片 线性 插值 投影 我 们 有 Is <i. 

例 2.4 设 玉 及 给} 如 同上 例 ， 此 时 对 任 一 属于 CÊ, 5] 的 
函数 z(t) 采用 Lagrange 插值 法 可 以 构造 一 个 #*-1 次 多 项 式 ， 
使 得 在 节点 tas bao …， taa 上 的 值 与 zxGt) 的 函数 值 相 等 ， 又 因为 
任意 多 项 式 的 Lagrange 插值 多 项 式 就 是 其 汪 身 ” 因此 若 取 X, 
为 所 有 次 数 小 于 n 的 多 项 式 的 集合 ， 则 它 是 # 维 空间 ,， 而 且 为 
Cla, bN TA, XR RW] Lagrange 插值 算 子 La X-= X, Æ 
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Per. 由 插值 理论 知 L. TRSA 


L. (t)= 2: wE) Ea), 


其 中 wA n-i 次 多 项 式 ， 它 在 节点 ta 上 为 1 ， 其 余 节点 上 
30. 
对 于 Lagrange 插值 投影 L,， 可 证 [20] 
IL,Is 2 bn n, 


uh b 是 正常 数 ， 因 而 至 少 存在 一 个 函数 zx(f)E Cla, 6] 使 得 
Lnz ->X， BD Lagrange 插值 投影 算 子 列 并 不 点 态 收 敛 于 单位 
算 子 。 

值得 提出 ， 如 果 一 个 投影 算 子 列 在 某 一 空间 是 无 界 的 ， 但 在 
另外 的 空间 也 可 能 有 界 。 例如 当 取 a。= -1, b= 1 而 插值 点 tw 
i=1,2， n 取 [ 一 1,，1] 上 的 Ye6ónmes 点 时 ， 可 以 证 明 [8]， 
对 任 一 z€C[-1, 1] 


| |(L,z-z)(t|*o(t)dti->0, noos (2.9) 


其 中 P(D) syto B 作为 从 C[ -1 1] 到 了 8(-1 1) 


-HB pG) 的 平方 可 积 函 数 类 ) 的 插值 算 子 是 点 态 收敛 的 ， 因 
而 La CL-1,1]>L}(-1, 1) 是 一 致 有 界 的 。 

例 2.5 类似 于 例 ?.3， 用 fi= 1， 2，…， n 分割 [036]， 并 
W A= [tis ti),h =max(t, -t-4). i Prsa 为 区 间 Ca, bJ 上 的 
分 片 多 项 式 集合 ， 它 在 每 一 个 At 上 (i =2, eyn) 均 为 次 数 <r 
.的 多 项 式 ， 在 端点 b 上 的 值 通过 连续 性 定义 。 :对 于 z€ C[a, b], 
在 每 一 个 A 上 取 结 点 rf， j=l, 2，…，r+1 定义 分 片 Lagrange 
HESIR Lart 显然 L, z€ P.,s。。 又 车 假定 
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max(ri — rí.) 
misti Or <o, c 为 常数 ， 


那 未 由 Lagrange 插值 表示 式 可 知 ， Enns CrahlP,.。 RR 
有 界 的 ， 而 且 LB, = Lsr， 即 它 是 一 个 投影 算 子 ， 进 一 步 还 可 以 
WHH rE C[a, 6]，h->0 时 LnT 一 zx。 

前 面 已 经 指出 Hilbert 空间 中 任 一 正 交 投影 具有 最 优 二 采 授 
近 性 质 ， 下 一 个 例子 指出 任何 最 小 二 乘 近似 定义 了 -MERR 
影 。 

例 2.6 没 好 为 Hilbert 空间 ， 对 任意 ICH, ena 
二 乘 近似 来 定义 它 的 投影 ， 即 定义 满足 


min, lz-yl sr- 
BREH, Hz @ H, WE, HCH 为 有 限 维 空间 ， 由 于 H, 
DAME KET 是 存在 的 ， 并 且 可 以 表 写 为 “ 
Phz= (z, ppo ZEH, 


其 中 {y 人 为 百 。 的 一 组 正 交 基 (这 种 正 交 基 可 遂 过 正 交 化 方法 而 
获得 ) 。 为 了 证 时 它 ， 记 


2 
F (a,,a3,* an) = F- 之 aih | + a, 为 数 。 
展开 已 (o，aa，…，an) 并 令 


便 得 到 a, = (z, pi)s BI 
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县 有 
lz- Par} <ls-yl vr6H,, (2.10) 


当 y= Pnz 时 等 号 才 成 立 ， WR € H, 时 Prz=z， 即 PA= Pa 
也 即 Pa H>H, 是 投影 算 子 。 通过 简单 的 计算 还 可 以 证 明 Pa 
EAR H44 


(P,z, Y- Pay)=0, VT, YEH, 


m z=P,c+(I -P,)zs z€ H. Mii P, 还 是 正 交 投影 算 子 。 

特例 ， 记 H=La, b), H, 由 次 数 <r 的 分 片 多 项 式 集 合 
Pa 所 组 成 ， 由 最 小 二 乘 近似 定义 的 投影 算 子 Pa Lb) 一 
Pra 便 是 正 交 投 影 算 子 。 现 在 证 明 . Pz->z; YZEZ3:(ayb)， 当 
h>0《h 的 意义 见 例 2,.5 ) ， 为 此 目的 ， 假定 zx 是 连续 函数 ， 由 
例 2.5， 存 在 分 片 Lagrange 插值 Laer 使 


Jz— LarT)o>0, hk>0, 
又 由 (2.10) 式 知 
Jx- Pael, S|z- Lar zl?, Sb— or- Ls,z]2, 


从 而 Pazz, vz€Lt(a, b) N CCa, 0。 又 对 任意 z€ L(a, b) 
及 >>0， 存 在 z€ C[a, b], {E 


lz- ast, 由 三 角 不 等 式 
Iz- Puzl<lz-zl+lz- Pazi + |P,- P,zl 
€ e 
< +Iz- Pazi +IP,I—- 
<e+1z- P,zl. 
H e 的 任意 性 推 得 
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P,z—z, v z€ L(a, b), h>0. 


BT 考虑 "(9) 空 间 中 的 有 限 单元 插值 投影 [12]， 假 
定 QR" 是 多 角形 区域， 并且 存在 一 个 Q BAA 
万 = G Be vE HON ABERA UOR ue 
及 它 的 导数 证 结 点 zt = 1,2, G ES MEDU} 
DRE, lal<a, 假定 这 样 的 值 总 共有 Q 个 ， 这 样 UCz) 便 是 由 
Q 个 参数 所 确定 的 本 数 ， 办 而 所 有 的 wz)E HOJER la 
函数 空间 也 应 是 Q 维 的 ， 并 记 它 为 SMO). SRS h Q 
个 函数 pE), s ya(z) 使 之 属于 "(9)， 并 且 是 线性 无 关 
的 ， 因 而 任 一 插 和 范 数 可 以 写 为 “ 


U(z) = $ atp, (z), 
f=l 


为 了 写 出 映 及) 到 Sh 上 的 投影 算 子 ,首先 讨论 一 下 {9s(z)}， 
i=l, Q 的 属性 一 般 说 来 ，{9,(7z)} 并 非 正 交 ， 但 是 它们 是 
双 正 交 的 。 册 我 们 用 ; 


(u,u)s = > D'uDw dx 
Jaise 

表示 H*( Q), s<m HAYARN HT 9 是 Ss 的 基 ， 我 们 可 
得 一 Q MEH: (GU): 

GA = Pis Pidas D j= 1,2,-.,Q. 
KA MOO: COE, UAIG): 

(GE) = (G) s<m, 
于 是 


u M . 
之 GUI Gh =60 is m= 1,2,.,Q, 


这 里 dš 为 Kronecker WS, 记 gd, Ga) = AGH Pa i=1, 
2,…,Q， 由 于 pib(z) 是 {9:(z)} 的 线性 组 合 ， 因 而 PHE S 
而 且 也 是 线性 无 关 的 ， 此 外 还 有 
(Ph) p) = 8i, 
从 而 求 得 
U, Ph) = £ ai( Pys WE)s = Das8y=at š 


j=l 


至 此 ， 我 们 可 定义 uE H"CQ) 在 S, 上 的 投影 
P,u = È ioa, 


其 中 = (us Phe Bib 这 样 定义 的 算 子 是 有 界 的 且 有 性 质 
Pi- Pu WRLH UE Si, WEARI u= Š) @ p,a), @ 
为 一 些 特定 的 系数 ， 故 


(Po u) = D EPG P=, j= 1,2, 


从 而 u= ns p= Po 


也 就 是 说 Phu = Pru 
现在 证 明 P, 在 S 内 积 下 是 正 交 投影 算 子 。 


记 ` EO)()=u(z)—- P,u(z), 
需要 证 (Eu, o), =0, VVESKQ). 
事实 上 


(E'®, v) = -uipe X bp), 


= DOL p,- DG: 


ai Dolu, EGmph)- Diew] 1: 
=P PUG ut) = 0. 
这 种 插值 投影 还 是 4 到 Sn( 只 ) 关于 HUO) 范 数 的 最 优 通 
近 ， 即 i 


lu- Paulus o= inf Ju-u|ms o. 
veS, 
事实 上 ， 对 任 一 vE Si(Q) v= È apia), 又 


lu eina = lulata? $ aup, 


9 
$ atop pp, 


isi jet 


+ 
是 关于 at 的 二 次 型 ， 令 I 
aleze ura =0,k=1,--,Q, 


得 $ aG - (u, g), = 0, 1<i<Q, 
并 且 对 每 一 个 1<j<Q 
Q 
at= $) GU U, pO, = 0, X GEP 
= (u, Qh) =u. 
这 点 RH, VvE Sys W Ju- ularo 取 极 小 的 元 恰好 是 Pau。 
基于 这 些 例子 的 思路 ， 下 一 个 例子 将 给 出 一 个 非常 一 般 同 时 
又 经 常 采用 的 一 种 定义 投影 算 子 的 方法 。 
例 2.8 iż H Æ Hilbert 空间 ， H,C H 为 其 ER ETZ 
间 ， 如 果 对 于 任何 一 个 元 YE 万 ， 存在 一 个 元 zaE H, 与 之 对 
应 ， 使 得 (zw， U) = (z, v), YVE 五 。 成 立 ，. 称 这 种 对 应 关系 定义 
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了 一 个 投影 算 子 Pii -H>H s Pot = Tn z€ H, z,€ H,. 因此 ， 
也 可 以 借助 于 式 (z, v) = (Ppt u), z€ H, VvE 及 ,来 定义 投影 
AT. 
显然 ， 这 种 投影 算 子 呈 下 交易。 0 
例 2.9 站 并 = 工 lo b) Sk to a=t, <t, <e <t, = b 分 
[os blk n ATEL. 没 Ar= [tiis +1) 并 设 ei(t) 是 A 上 的 特 
IEO M 
l tE A 
enf Pe f- 1.2, n, 
0 ICA 
u X, 为 [ay b] LFL es i= 1,2, n JI ERR 的 分 片 常数 通 
AA ARI R H XT 48--4 z€ L (a, b) ZX 
1 


UIN 


ets [adi tC v. 


TH. X-X, 为 投影 算 了 ， 并 称 之 为 平均 投影 。 站 | 
一 -中 一 0 时 ， 对 任意 ZEC[a b] ff Mea ° 
例 2.10 i; XLA), Q 为 平面 上 的 有 有 界 区 域 ，G， 是 Q 
的 可 测 子 集 ， 对 每 一 个 fC (8)， 定 义 P, 为 
fO t€ G, i 
p= Í 
0 > t€ @Q-CG,, 
显然 Ps = Pi， 因而 P, 是 一 个 投影 算 子 。 
现在 转向 投影 方程 的 建立 。 
设 X. Y 为 Banach 空间 ， 考 虑 方程 


Tu=f,u€ X, fe Y, ` (2.11) 
其 中 了 是 线性 〈 可 以 是 无 界 NF, 3EHLDO(T)C X, RTS 
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We 又 设 {X、{ 工 中 为 有 限 维 子 空间 序列 ， 县 
X,=D(T)S<X, Y,CY, n=1,2,-, 


tP, IERT, Pa YY n fE u,€ 六 ,是 方程 (2,11) 
WIEMY -R Tu,- fO BERMEA CE Y, ER 
BEJE, W 

P.(Tu,-f)=0, un€ X, (2,12) 
或 P,Tu,= Pf, un€ X,. 


i， 将 原始 方程 (2, 11) 的 求解 问题 转化 为 求 方程 (2。 
一 方法 称 之 为 投影 解法 ， 而 方程 (2.12) 可 以 看 作 是 
近似 方程 ， 并 称 之 为 (2.11) 的 投影 方程 ， 而 投影 方程 之 
解 称 之 为 投影 解 。 

X=Y H Xps Y, MP, 则 称 上 述 投影 方法 为 『anepnwn 
FE, XW EREDO, 12) 为 Tangpiiwh 方程 ， 并 称 其 解 为 
Tanephwh 解 ， 估 得 指出 的 是 ， 对 T'anepgnu 方法 ,只 要 求 X, = 
,不 一 X, 5 Y, 下 同一 组 基 。 

对 于 Hilbert 空间 ， 通 常 采用 正 交 投影 算 子 〈 如 例 2. 8 类 型 
RIIE). SX, Y 均 为 Hilbert 空间 ， 且 X,cCX, Y,< 
Y; 


An Cp: Pis s Palo Yan=Chis Pas s Pale 
A 


"= 2 ai Pis (2.13) 
HERD FE DEET 
(Tus— fs Y) =0,i=1,2,=,n, 
或 写成 
È Tos par= (fs Yi) i= 1,2, 0n, (2.14) 
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并 称 它 为 『anephwh- Nerpos 方程 ， 这 种 解法 称 为 Tanepuwu- 
Nerpos 方法 。 如 果 取 p= S94ss 其 中 8 为 某 一 适当 选取 的 线性 
算 子 ， 则 称 为 矩 量 法 ， 特 别 取 S= 了 时 ， 即 y= Tps 则 (2.14) 
式 成 为 


n 
21 (Tp, Toj)a,= (f, Tpi) i= 1,2, n, (2.15) 


此 时 称 为 最 小 二 先 法 ， 因 为 当 采 用 式 (2. 13) 表示 u, RIT- fl 


的 极 小 值 时 ， 也 导 得 (2. 15)。 
常用 的 一 种 情形 是 取 S= 了 ,此 时 X,= Yalp @ s 
gn]， 于 是 (2,15) 式 便 化 为 


n 
> a,(T Prs Pi) = (f, Pi) i= 1.2, , n, (2,16) 


keai 

这 时 称 为 5yY6aog-TanepkM 方法 。 . 

如 果 利 用 (2.7) 式 来 表示 投影 ATF Pu YY, Hih dim 
Y.= n, 那 来 投影 方程 (2。12) 可 以 写成 

> l, CTu,)e = > LPen 
其 中 eoi=1,2,.n 为 了， 的 基 ， 或 者 等 价 的 
I LTun) =hF) i=1,2,-.,n, (2.17) 

Hh hÆ Y 上 的 线性 让 界 泛 函 ， 它们 由 投影 算 子 (2,7) 唯 一 确 
ZE, 

假定 了 是 定义 在 欧 氏 空间 中 区 域 Q 上 的 函数 类 上 的 微分 
或 积分 算 子 ， 同 过 去 一 样 ， 假定 方程 (2.11) 的 近似 解 为 4， 


= È api Hh 38 AR po i= 12n b AE Q 上 有 定义 
的 ， 各 时 必 妆 ， 还 假定 存 边界 39 上 满足 边界 条 件 。 我 们 令 算 
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子 方 程 在 Q 中 的 点 (by tas ey ta) LRE 
(u), = Piot I E 


或 È ToD pp Pp Dao (818) 
这 种 方法 称 为 配置 法 ， 显 然 如 果 取 投影 算 子 
Psf = faena) -by by j= mf EY, 


于 是 {ej} 便 是 Y。 上 的 基 并 且 LG) = 了 ty), 比较 (2,172 与 (2,18) 
式 则 知 记 置 法 也 是 投影 法 的 一 种 特例 。 
例 2.11 考虑 由 积分 算 子 K 


(Ka) = [ kG, sz(s)dsy t€Ca,b3 (2.19) 
所 确定 的 算 子 方程 ! z 
Axs Kith f€ X, x€ X, 120, (2,20) 


X 经 常 取 为 C[a, b]( 配 置 法 时 ) 或 LCa, 8)(TaxepgaE 法 时 )。 

设 X, 是 X WARATA, B dim X, 3 n, ec e, =, 
“p 为 X, GAB Pa X-— X, DREA, mÑ, 用 
投影 方法 来 求 方程 (2.20) 的 近似 解 的 基本 步骤 ， 令 


ë Raja, ` (2:51) 
那 末 方程 (2. 20) 的 投影 解 便 由 下 式 ， i 
his Pa Karby C ` ` a 


所 确定 ， 对 于 X, X, P, 以 及 {er 的 不 同 选 择 ， a. RK 
导 黎 不 同 的 线 代 数 方程 组 。 它 们 的 一 般 形式 应 为 “ n 
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(A,- 4B,)E, = n (2.23) 

其 中 A= lay), B,= (bo) nxn JBE, Én= Cas as s 
Ga)? M= (Bis Bos s Pa)! 分别 为 n 维 未 知 向 量 与 已 知 向 量 。 

Eit X = Lla, b), 3EH1 (ty RKC, b) n 一 1 等 分 ， 使 

a=i<ts<…<ts=b， 取 ei 人 为 方便 书写 ， 简 记 e1=e") 为 


O s, agtt- 


t-t,- 
TIE t-i <t<t,, 
i i~i 


e (t)= (2,24) 
tin—ti 


0 ,fin<teb, 


ky L<. 
i=2,3," 5 n- 1, 


0 s t>t,, 
e (t) -Í 


t-t 
P t <t<t, , 
,>t 
es(t)= a™ fn- 
0 > !<t,-, 


于 是 函数 e(t) 是 [a,b] 上 的 分 片 线性 函数 ， 并 且 eilti) =ô; 
i,j=1,2,…,n。 由 于 从 图 形 上 看 每 个 e;(#) 象 似 山 顶 ( 见 图 2. 1)， 
因此 也 称 它 为 山形 函数 列 。 

ER, eE Lla, 6b) 且 {es(t1)},i= 1,2,…,# 线性 无 关 ， 
我 们 可 令 ,= [el ez，…，en]， 并 设 X =Y K X,=Y,= [e 
Ers …， Enl RHA 2.8 所 确定 的 正 交 投影 算 子 ， 则 方程 (2.22) 
便 化 为 By6soB-TancpkuH 方程 “ 
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P te tesi 
> a, j klt, s) e,(s)ds- L¿e,(t) Jes (t) dt 
tizi ti-i 
tisi ` 
š -| (Dei(t)d 和 KIKI 
tji : 
或 tisi tiss 
n 
2 af ewf k(t, s)e,(s)dsdt 
tji ti-i 
k tjai tisi 
一 之 tcl e,(t)e;(t) dt= -Í fG)ey(t)dt, (2,25) 
tini tjai 


从 而 得 出 (2, 23) 式 中 的 Ans B,, n, 的 元 素 分 别 为 
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1 
=l 2g= n, 


tysi Pt EN 

aus = awf kC, sye(s)dsdty.. is j 
tji fal ' 5 PTa 
tji 7, b - 

bu sfe eedi => i f= mny 

E ' rot: 
i 
: 
t, _ H 
A = -| fe 和 2 

idi | 
ty- ` i 

GIES h= h= a, 如 = 丰 ,1= 的 。 将 它们 代入 (2.23) 式 ， 解 此 线 

性 方程 组 求 得 a,, aa s an 再 由 (2.21) 式 便 得 到 (2.20) 式 的 近 

似 解 zw。 

k X =Y =La, by B X CX, Y CX 分 别 为 基 区 数 
(e,(D)5240,(D y = 1.2, niEpR Un BFE R A A HI ess 
0 的 具体 形式 )， 并 设 近似 解 为 x(D = D ae, 此 时 方程 
〈2,22) 将 是 TanrepgwH-IIerpos 方程 

xa (t kG sye/(s)ds- Ae) YIO dt 


b PEDERS * š 
= -Pw D (D db 了 7=1y2 n (2,26) 


从 而 
a, = j (t) Ja, s)e,(s)dsdt, 


bis pen WD dt, 


B= -IOD dt, 


于 是 由 (2, 23)，(2. 21) 式 可 得 近似 解 的 另 一 种 表达 式 。 
又 若 在 上 述 情 形 中 取 94(t) = (K -A et), petat Z 
方程 (2.23) 应 为 


È afa f'eni at- ref a f fa, sece asar] 
i ae, s)k(#o)e,(s) e0) dtdsdo} 
= fiS IEEE teas dids - [EOE an 


j=1,2,-., n, (2.27) 


从 上 式 解 出 ci i= 1,2,…,n， 代 入 (2.21) 式 则 得 最 小 二 乘 解 。 

W X =C[a, 5]， 恕 同 在 例 2.3 中 所 考虑 过 的 那样 ， 设 Xc 
X Hh n APRA = 1, 2， n ( 见 (2.24) ) 所 生成 
的 有 限 维 空间 ， 并 定义 投影 算 子 为 


Piz= Baden yzECra, b], 
=i 
其 中 =H<b<…<tb=b 此 时 (2.22) 式 将 转化 为 
(Az) (t) = È (Kzn) lt et) + > FeDe). 


将 (2,19) 及 (2,21) 式 代入 上 式 得 


tai 


1 ee = ($a | ka, ye(syas)ea 
i=l i=j Aj3=1 tjai 
+ 2 fadet). (2.28) 


WH e), ealt), s Enlt) 线性 无 关 ， 从 而 (2.28) 可 归纳 为 
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(2,23) IU RYE y EA Rh p, 为 单位 矩阵 而 Ao mn 分 别 
$ . 

(j+ 

,= f hts Sess)ds, b j= by By my n(h = sitni 5b) 
t j-i 


s=- ftp j=l, 2, 5 n. 


从 (2.28) 解 出 ae A2. 21 REN Tanepkaa 解 。 ， 
值得 指出 的 是 ， 最 后 这 一 -情况 既是 Banach 空间 Cla, bih 
的 Fanepkwa 方法 的 一 个 特例 ， 同 时 也 是 一 种 特殊 的 配置 法 例 
子 ， 因 为 这 时 (2.23) 与 到 置 方程 (2.18) 是 一 致 的 。 
类 似 的 作法 对 多 维 积分 方程 也 合适 。- 
例 2.12 考点 变 分 问题 
alu, v)= f0), VvEV, ， (2,29) 
Hh V Jy Hilbert zsh], a(u, v) Jy V xV LRRHEZ K H. 
足 连 续 性 条 件 ; 
lalu, v)| SB|ul;rlol, Yt, vEV, 8>0, (2.30) 
WADA V 上 的 线性 有 界 泛 函 。 式 (2.29) 代 表 了 相当 广泛 一 类 
微分 方程 边 值 问题 的 弱 解 ( 或 称 广义 解 ) 问题 ( 见 82.4 ) 。 方 程 
(2。.29) 也 可 以 写成 相应 的 算 子 方程 形式 。 事实 上 ， 因 为 对 任 一 给 
定 的 wuEV,g(v)=alu,v)，vEV 是 定义 在 空间 让 上 的 线性 泛 函 。 
且 因 


lg(5)| = |a(u,u)| <All helr 


所 以 它 也 是 右 界 线性 泛 函 ， 利用 Riesz 表现 定理 知 必 有 T'u€ V 
使 
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“Y 


" alu, u) = (Tu, V)ys v5EV, (2 315 
容易 验证 ，7 EVV 的 线性 算 子 ， 又 因 


ICTu,oy| = jatu, D| Bu oh, _ 


Wo- Tu, M pTufr elul BD 7, V-+P EARRERT. 


W RHIF .上 的 线性 有 界 泛 函 ， 再 利用 Riesz 定 
理 知 存在 Kf CV 使 f 
fv)= (Kf. u), (2.32) 
从 而 由 (2.79)。(2.31) 和 (2.32) 式 推 得 I 
(Tu-Kf,uy=0 voc V, 
即 Tu- Kf LV, 和 
它 表 明 (2.29) 式 等 仿 于 算 子 方程 
二 Wale. 
' Tu= Kf. (2.38) 
进一步 我 们 建立 (2。29) 或 与 之 等 价 的 (2.33) 式 的 投影 方程 。 
设 V, 是 天 的 一 族 右 限 维 子 鹤 间 ， 并 规定 由 公民 C 见 例 2.8) 
(0, uy = (Pav, Wys V € V,; n€ N 
定康 正 妇 投影 算 子 Pa VVn THE Tu= K 01023 


PaT u, =P, K fo w€ V, E (2,34) 
或 (Tao Wn) = (Kfy Vn), Vu, €V,,. 
根据 式 (2.31)，(2.32)， (2.34) 又 可 写 为 
altin vn) = foo vasEP (2s35) 


设 Pis P23 Im 是 V, 的 基 ， 并 令 
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Us = 5 aqe ` ` I (2.36) 
We ¿= Ye 
那 末 投 影 方程 (2.35) 便 可 写 为 I 
I : ato epa = (eps j= ls Zaan, or (2.322 
KELEDI DIN Tarip YE, REID, A 
后 将 所 得 的 a isb 2 … n RACIO; MEDED R 
与 之 等 价 章 (2.33) 的 投影 解 。 o 
在 过 论 投 影 解法 中 ， 空 问 序 Plum uma RERAN 
BHX apit Banach 空间 X 的 子 空间 列 ， 如 如 打 对 任意 z€ Xt: 
p(z, Xy—2>20, ï nm 一 >co， 


其 中 piz, Ya) = iniz- al, 
znEXn 


WX Em + X ( 二 简称 线 归 钢 于 X). TRED 各 
XCX, X.C X... MUY 08 x x 的 充分 必要 
件 是 .下 


© D- ERA Cjo s 


x= Ü x. 
nel 


BETE 4 A g Hilbert RR T Pa pa pa 
投影 时 ， (X, yT X 的 充 要 条 件 是 


Pr 一 >T yaC Xy, H nma, 


因为 YZE X, pl X DE, ime ere =.|z —R.,zh. 


: 热 知 的 [9]， 候 定 QER 
法 三 角 项 分"@， 如 果 采 用 分 
空间 或 RERA MIR 


在 右 限 单 元 法 教程 上 
是 多 角形 区 域 ， 而 且 采 中 大 
片 线性 Lagrange 插值 函数 
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站 


Hermite 插值 多 项 式 空间 作为 用 限 元 播 全 空间 Sn(Q)， 这 时 
Sn(O) 终 归 稠 于 空间 HA). i 

一 般 说 来 ， 证 明 Hilbert 空间 中 的 正 交 投影 算 子 Pr 是 点 态 
收敛 于 单位 算 子 可 以 通 过 其 持 信 空间 《 和 时 投影 是 插值 投影 
的 话 ) 的 终归 和 蜀 密 性 而 获得 。 另 一 方面 。 正如 例 2.6 所 见 到 的 ， 
直接 证 明 Pus->z 有 有 时 是 困难 的 .但 是 如 果 能 证 明 在 X ypas 
集 上 上 述 关系 式 Pareri MAME A= n> WRA 
2.6 可 以 话 明 在 整个 空间 X 


2.2 mia c nassaeñiyna 
j ' $i 
为 了 以 后 叙述 s, 本 节 将 给 出 两 人 关于 线性 算 予 的 道 的 命 
题 。 这 些 命题 在 讨论 着 算 于 的 存在 慎 及 近似 解 的 误差 分 析 时 将 会 
经 常用 到 。 
定理 2.1 ik X E Banach 空间 ;: TELC 站 1 
W-Z 存在 且 为 映 X 到 X BARRERT 


Q- T= Ire Q Re (2,38) 


FLOORS JHA 
i 


1a -7y "<h (2.39) 


TT | 
证 令 B Š Ti; 它 是 (2.38) 式 右 端的 部 份 和 。 出 于 
当 p21 HJ Š boy 
1e,- Bolir gri <e, 


FiB, jk Banach 空间 CX) 中 的 Catchy FA H 


limB,= B= ÈT 
nso Je 
T LOER. 因 
(I-T)B,- B. -T)=1-T™, I 
到 极限 后 有 。 s. 
(I-T)B=B0(F-7T)= I, ` 过 


va wo 


因而 B=(I-T)'. 并 央 IB,l— IBIR |B,|<—— I- r 便 得 
式 (2.39)。 i 
定理 2.2 i X. Y 均 为 Banath 空间 ， s T€L(X, Y) 
H S HELY, X); 


=]S''IIS- T<, i : a 
MEET ELY, X)H. aiy Psm 
WT ， U OLD 
IS-'-T- |<1S-T 17 -SHIT 
< AS 和 


证 [IIT = S-(S-7T)=S[I—- SS- T), HIS '(S- 7) 


w 
z 


€ L(X); H(2A4ADRK EEZ, 1, FT " 


[1 -S-eS-Ty)J-i= PrS-wS- TJ 
Ip 


IE -SS - 7) "I< IBAT se (3,43) 
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从 而 . 7 人 -人 CS-7DO]TS- 
存在 。 因 此 根据 (2.43) 得 (2.41) 式 ， 利 用 等 式 
S+- Ts S-T-S)T 
可 立刻 推出 (2.42) 式 。 
在 应 用 上 ， 常 常 考虑 算 子 了 =S+AS， 其 中 AS 为 5S 的 一 


个 扰动 算 子 ， 下 面 这 个 例子 可 作为 定理 2,2 的 一 个 简单 应 用 。 
例 2.13 JR X = C[0, 1]， 考 虑 由 积分 方程 


1 
Az(s) - Jsincszaydt= ys), 0<ss<1 (2,44) 
° 


定义 的 算 子 方程 了 z=y， 其 中 yECte, b), VRT: X- X, 
因 积 分 算 子 的 范 数 是 


i š 
max z [iC aa=i Wl 


定理 2。 1 得 知 当 121 >0. 4597 时 ， Tz» y 有 唯一 解 。 


jets) -sztDdt=ws)， 0<s<1 (2.45) 


所 定义 的 算 子 方程 St= 妃 Mh u€ X E S. Xx, 其 中 的 
积分 算 子 的 范 数 是 0.5， 由 (2。 oe: 

z(s)= jue) Í SË F , c 为 常数 ， 
代 回 原 方程 中 ， RE Sr=y 的 解 


E T da ooa 4 


“€ 


75 j z e 3 zi š 
从 而 得 。 145- <h aah f z x 
pam sitakoa ie hior oR QE ea At 


IS-T]= max fisi- sincst|dt Í | 
0O<gs1l A 


1 
=|0-sin(t))dt=0.403, ai 
, H š z 1 use 
利用 定理 ?2.2 得 知 当 
31434-D| i. 
003 217 i 
EHAS -0.07334 È 20.38981 A 0, PRE 2231- Gii 方程 
(2.44) 叭 一 可 解 e 
.进一步 的 应 用 将 在 下 节 给 出 。 


2.3 第 二 的 


erl. 
KERNER 子 方程 
4u= Ku+fs 40 i (2,46) 
ETAT 存在 性 与 收 : 改 性 问题 以 及 ET PRRD ER 应 
用 ,其 中 K 是 Banach 空间 X 上 的 线性 有 界 算 子 县 (4 一 上) 
ELIX) (为 简单 起 见 ， Spe A- K =A K). 这 种 类 型 的 
方程 称 为 第 二 型 Fredholm 算 子 方程 ， 它 的 投影 方程 是 i 
A- P, Kyu, = P, ey (2.47) 
首先 给 出 若干 一 般 性 命 是 7 aula ea 
定理 2.3. X : Banach SR Ki: X>X 有 界线 性 ， 
gQ - Ky T X 上 存在 且 
4 


KR- PKŠ To U Gas 


MEX GAPIO" WEB. 


-Ky 
IT Ky MR- EAT 


HAKA, (2.47) RRI u 及 u, 有 如 下 估计 
lu-uwl1<14J1GQ - P, K) Ílu- P.ul (2.50) 

证 #JH2EJE2.2, it S=4-K, T=4-P,K, H(2.48) 

式 直 接 推 得 (2.49) 成 立 。 现 证 (2.50) 式 ， 由 于 hu- Kus f, H 

有 

Kap u- P, Kut Paf Atu = Pn), | 

且 因 4u;- PKus= Paf, A 19 

两 式 相 减 后 得 


„TA PO IS 9 


-PK (ub) = (u= Pa), 
即 u-u, =A- P, K) u- Pau), © 
故 (2.50) 式 成 立 。 F I 
383838 K 与 P,K WUE A3 a D00388 85 us, 
QK RE Banach 空间 , K: XX REER #a- P, Ky ' 
于 X 上 存在 且 MoAA 


IK -DKI< PE al 可 ， 


WA-K) FX LEEN Š 


ajg — lA P.K yw `. 
人 SIA- P,KY NIK PTK 


ooe lusu dÄ NA PK u- Pal. | 
在 定理 2.3 的 假 必 条 件 下 ， 只 保证 了 原 算 子 方程 及 近似 方 和 
47. 


解 的 存在 性 及 误差 估计 ， 但 不 保证 u ku, 但 是 如 果 假定 
P.I B (4- PK)-' 一 臻 有 界 , 则 可 以 保证 它 的 收敛 性 。 

如 果 投 影 算 子 ,的 点 态 收敛 性 不 能 保证 ， 祖 方 粮 (2.46) 趾 
有 端的 F RAE Paf >S, 收 化 性 结论 仍然 成 立 , 并 有 下 述 定理 

定理 2.4 iz X m Banach SAh K: X— X 线性 有 界 ， 
A-K) F X LIER aM KURY so 时, 上 LP,K = K4 
一 0， 则 当 n 充分 大 以 后 方程 (2.47》 

Àu, = P,Ku, + P.f 


Ef u, HAREC. BA EAE uo u, 与 w LA 
R 


Jun = w 1<c[P,u +u. o (2.51) 
如 果 P .f-= /On-=oco) NS ugun), JEE 
lun- w] <c: Pal Pto X D (2,52) 


其 中 c, c, 为 常数 而 
p(2, X,)= t I- A |. 
证 ”定理 的 前 半 部 关 mae sp amina 


型 2.3 推 得。 现在 讨论 收 敏 性 > 设 u, 为 (2,.46) 或 的 解 HAU, = 
Kwuw+f， 记 P= P. - 1, KH : 
APe9u = POKu, + Pfs 
根据 假定 I f 
[POKu] <I P®OK] li l>0, no 

推 得 当 Pf->0 时 ，Poouo0，mrrec。 

最 后 ， 证 估计 式 (2.52)， 因 为 对 任意 z€ Xa Pzs =03 
因此 ， 对 任意 z€ X 
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IPe)z]| s [Pa -23y1<(VL+ |P, 12 zil, 


从 而 得 
IP'9;1<G0 HIPIDE, X.) <S2IP,.lo(z X,), 
于 是 结论 成 立 。 s I AEI 

从 上 面 的 讨论 看 到 ， 如 果 算 子 列 -天 。= AK} -Bek AT 
HTK, WKE -KRESKI KORTE, :对 


于 列 紧 算 子 K, HEA Pae 了 时， 由 定理 1.3 有 1K 一 KK, 一 
0, n>, ERE FBU 3 X 上 单位 球 ， 因 为 
IK- P, KI = sup l(P,- DKzl 


= sup IP,- Dyl, a 
vexzu ; 


MARCIR AFCO, 4D AARE 故 有 
定理 2.5 2 X Æ Banach 空间 天， X+ AE ARE 


列 紧 ，(4- KC LX Sik P, È J, MÜ n RAKE 
X 上 (4-P,K)-! 存 在 且 一 致 有 界 ,， WARO (2.51) 
K l 
文 个 定理 茎 保证 了 近似 解 的 存在 性 ， emaren 
的 误差 估计 ，. AT 
EALBrREEIIRE As 我 们 仍然 回 头 来 社 沦 例 2 uma 
出 的 积分 方程 问题 。 在 那里 ， 我 们 已 经 给 出 了 咎 应 的 投影 起 稳 
正如 木 节 所 见 到 的 ; 分 析 其 投影 解 是 否 存 在 ， 收 化 以 及 误差 估计 
需要 验证 投影 算 子 P, 是 否 点 态 收 化 于 1 即 是 否 城 立 呈 sz 一 2 
VzEX， n>co ) ， 并 对 | Pu 一 zj 和 1K 一 局 玉 1 作出 估计 。 
为 了 更 清晰 地 说 明 这 点 。 考虑 在 应 用 上 二 个 特别 重要 的 情 


况 ， 邮 如果 所 选取 的 投影 算 子 P. 满足 条 件 P. > L, DER x 
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式 (2. 19) 中 的 积分 算 子 K 在 所 考虑 的 AN Cla, biR La, b) 
上 是 列 紧 的 ， 而 且 lN 


1 下 kls, Dectjdt = 0 
只 有 等 解 时 ， 这 时 由 定理 2.5 推 社 积 分 方程 (2, 20) 及 其 投影 方 各 
(2. 23) 当 充分 大 时 都 存在 唯一 解 ， 而 且 投 影 解 收敛 于 原 问题 的 


解 ， 并 有 相应 的 误差 估计 。 
- :显然 ， 当 X 是 具有 可 数 苞 的 Banich 空间 时 ， 由 (2.6) 式 所 


定义 的 P, 自然 有 有 丛 质 2> 了 ,对 于 一 稻 芍 由 函数 所 组 或 的 
Banach 空间 ， 由 于 投影 的 定义 以 及 收 伍 的 方式 不 局 ， 投影 算 子 
列 的 点 态 收 复 性 并 不 经 常 易于 论证 ， 但 是 对 于 连续 函数 空间 X 
=C[a, b], WME 投影 算 子 采用 分 片 多 项 式 插值 投影 ， 此 时 一 般 


可 以 证 明 P. T, Nin. a qh 
le-P,z|<ciz-yb TEX, VYEX n (2.53) 


其 中 c 为 常数 。 因 此 估计 Hz- Pari r toba nae hik. 
如 果 空 间 X 不 是 连续 函数 空间 ， 投影 算 子 列 的 点 态 收 剑 性 
Tr b Luru. : . 
作为 一 个 特例 ， 设 = Lile, b), Xn EZERRE ar 
ALK <t= 上 的 分 片 线性 函数 空间 。. N L, HRE 
续 函 数 x(5 在 上 述 网 格 点 上 的 4 tab) Bp 


° Eris = HENT 十 (3 SA 52053. 
si š 


ti SSStiy j =2, 3, Ho hi 
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s max. latt) - L z(y] 0 (max lt- tsi [—>0). 


te[asb 
如 果 在 La, bB EB 2384838, WE 对 任意 ze Clay 81 
有 i EES kai 
iz- Paal <le- Latico -ale - Lezls, 

从 而 推 得 ， 对 任 一 连续 函数 zs)， 在 L: EF, Pait, nm 
co, MFRS H2, 6 完全 一 样 可 以 证 明 P,z— z, va€ (a, 
8)。 进 一 步 还 可 以 对 1 Puz -z 作 出 估计 。 

现在 过 论 1K -PnK1 的 供 计 。 ; 

首先 假定 X = C[a, 6]， 而 且 (2.19) 式 中 积分 算 子 的 核 h(t， 


5) 奉 0<1，s<1 上 是 连续 的 ， 并 且 投 影 算 子 Pao I ÀE 
z Bz=) sgt z€ Cia, bje o. (R54), 
对 应 的 数值 积分 公式 用 S I ORR R 


n. za Aia i Dehe 
Dai = D walny Oi i (2.55) 
加 A r A 


表示 ， 设 歼 值 积分 公式 是 收 但 的 , 即 Pa p, XPE bi. M 


€ Cla, b] : CE 
kics) skl, s) =K), a<t, s<b, (2,56) 
则 CKE) =P Chia), f f 
(K.zx)(t) = Rn kt), (2.57) 
其 中 Kz 由 (2.19) 式 所 定义 ， 而 Kz H 
(KEX) = 四 ak SOEC. (2,58) 
记 


$1 


名 (ty S) = (P. 650), o (2.59) 
HART Cha s) RO SDMA s EAB IE G) MRE. 在 
作 了 这 些 说 明和 假设 后 ， 我 们 证 明 
Pan Kura; Hrd ~ (2.60) 
而 且 "Os, p+ ast, s<b 上 也 连续 。 I 
为 了 证 明 (2.60) 式 ， 在 (2。 59) 式 中 国定 m, Ma. 
[Am(t，s) =k”, s')1 <. G: (P BC )| 
HIPaIER -R 1, 


因为 kG, s) 一 致 速 续 于 at sb, 所 必 : as<t<b), 4k’, 
a<s<by 都 是 有 界 昌 等 同 连续 的 集合 %， 因此 上 述 集合 以 及 
(P.P, a<s<b} = PA, asab) 都 区 相对 察 集 ， 从 而 得 知 
k” East, s<b 上 上 3 


.因为 Br — A 从 而 对 每 个 seGte bh 它 在 相对 紧 集 
(Ra, at<b} 上 是 一 至 收 合 的 ， 于 是 人 狗 ,(h?) 一 四 (h5) 关 于 s 
SPRER A 

K,z2— Kz, v z€ Ca, b), (2.61) 
因此 有 q ， 
PaKa PaK, mm 固定。 (2.62) 


另 一 方面 ， 
' ` 1 R ， 
(Pa 天 ez)(Ct) - Wask” (ty Saf) CSny) 
-~i . y 
= Dn(ker)> PRE) =f ina Saisids, 


这 里 RTs) = Rn"(t s)， 此 即 去 明 (2。 60) 式 成 立 
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有 了 直达 式 (2.60) 后 便 刘 估计 式 … 
ESPRES nami kl s) -k(t 3)|。 (2,63) 
REX = ta b, Sik ML L, RAAH 
RF 如 果 (2.19) 式 中 $ K RJE Rb s) 是 连续 的 ， 则 用 


kalt, s) IR BZA k, s) Zs 为 参量 关于 t 的 分 片 线性 插值 运 
8, TL 


IKs- P Kz <1Kz- L Kz 


pl 2 
= [k(t, S) -knits s)]z(s)ds] dt, 
' alja s s T 


ME . | 
KK-PKE< [E IRC, 5) = Bafi, s asdi}, (2.80 


关于 (2.637 与 (3.6 人 式 的 进一步 估计 将 及 到 晴信 人 和 的 分 
析 ， 这 里 就 不 再 讨论 了 4 

REME, RANAY BAR DEXRLAA ARREN 
投影 方法 。 数 值 计算 中 有 两 种 主要 的 插值 方法 ， 一 种 是 分 此 多 项 
式 插 估 ， 一 种 是 整个 区 词 [a, bl E C 不 分 片 y 的 多 项 式 烽 人 第 。 对 
第 一 种 情形 ， 前 面 已 经 提 到 P, -二 > 7 通常 部 成 立 ， 因 此 有 - 3k 
的 收敛 性 定理 可 供应 用 ， 视 昌 , 身 于 估计 了 Puz- zj。 对 于 第 二 种 


情形 ， 由 于 不 能 保证 Pa I CRAZ), Be NTE 所 述 的 
作 罩 投影 算 子 点 态 收获 的 收 语 性 定理 已 经 不 适用 ,这 时 近似 解 的 
收 倒 性 很 大 程度 依 整 于 配置 点 411}(i = ly 242 1) 的 选 联 w 

下 痪 我 们 给 出 一 个 定理 ，, 说 明 在 选取 合适 的 本 团 点 以 捕 ， 仍 
然 可 以 建立 但 应 的 收 敏 性 结果 。 为 此 县 的 ， 选取 a b=1 
JEN t: 为 de6ammee Úi, ° ` 
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Zd ny i=, 2, n. 


t = cos 


W L, AWIE, Cik 每 一 个 zx(D € C[ — 1, 1] 的 函数 为 以 
Uegaanmes 点 为 捅 从 点 的 m 一 工 次 播 值 多 项 式 。 如 前 面 已 经 见 过 


的 ， 记 和 = 工 8 - 1, 1] 表示 具有 BA p(t) 的 平方 可 积 函数 集 
r 基 范 数 为 1 ` . 


+1 
leize fi Dp(s)|#(s) ds, 


其 中 权 函 数 AD = A: => ECI, +1), 

am WE E, 均 为 Bath 28), E CE, E, te 
HEA E, YH si 常数 Cc, 使 V5E E lele, <clz]z, T RM: 
五 :于 五 :的 列 紧 算 子 ， 线性 算 子 Pa B EnF) E, 是 有 界 的 ，n 
FP, HO Px>Pry' YXEE，n->c0， 其 中 
了 是 由 E: F E: KWR \ 算 子 ， 则 


IP,T - PT|—0, n=, š . 

类 似 尝 完 2, JAR FBE 3182, i1 的 证 明 可 利用 定理 
LAAS EARS 

.定理 ?2.6 K LCi, beers RARI, 
则 ; 
l Wia LK Kyron. £ 1 C2185) 
XAM KI LiL? WR, B m A= Kz RAR 解 时 ， 则 
当 站 充分 大 六 后 方 得 (3.20) 的 BE WE z, 存在 。 ide 为 (2.20) 
RRA ia 为 其 配置 解 ， 则 存 妨 下 误差 估计 

“zo Am la <elz, -Zala CL 11; Ma VA is 


其 中 ce 为 常数 ，fz1. = ,sup ， Iz FECL 15. YH, 
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表示 [ -1y 1] 上 次 数 不 超 过 n= 的 多 项 式 集合 。 
证 因为 CD JELEC L Ds R lel, <elele > 


NEÇ H11]. WÆ5| m 2.1 jh R E,= O0l-1, 1], Ey = L? 
(-—-1. 1) XR J 2 CI 一 1, 1J->L2( 一 1, 1) 的 嵌入 ,由 例 2.4 知 
|: KL, - 2) (D odi — 0; 


即 对 任 - .个 zEC[-D 1), fE LC 1, DIE RETF La 强 收 
AFT. RRK: LCi D—> CI- 1, 11 是 列 紧 的 
因此 由 引 再 2。1 知 


IL -DKI a> 


ECI- 151], 则 
y! s " jẹ- L.zla = le- 20) -Lat -Zala 


<l=-z,! r3 F IL,(z- 2 ls 


A oe a P 


<c|z- 2,15; 
其 中 用 到 了 1 二 esra KERE ODRA). 
-Aii MEEA- K) PEH 有 界 于 Li(-1, 1)， 
所 以 由 定理 3.4 推 得 本 定 理 成 立 \ š 
BY MODS] RURAK 个 尖 别 积分 算 手 是 列 
紧 的 定理 。 ` w à 


A 


Kz) -pu s)z(s)ds, 


a 
a 


车 记 其 核 (k(t1, s) = (sy s€ Q, “加 将 核 表示 RU p 为 参量 ， 

s 为 自 次 量 的 函数 i 其 中 Q WR ARERR WA “ 
定理 2.7 设 i<p<+%， 言 + 二 =b RW ko(s) W 

足 条 件 ， I I I 


(a) sup|& P< + eo, 


(b) Hg lkr- kilp=0 vi CQ 
ii 上 上 am DET K 52-A LOQ) 到 CD) WAKAF 
其 中 q<r=<co, 

我 们 不 打算 给 出 本 定理 的 证 明 ， 读者 如 有 必要 ， 可 以 参考 
1.G.Graham; 1, H .Sioan 于 1979 年 在 f; ‘Math, Anal, Appl, ,68， 
580—591 发 表 的 “关于 革 些 积分 算 子 的 列 紧 性 ? 一文。 

F CCLCL'CL', 1<r<oo, 所 以 上 述 算 子 K 在 条 件 
(a) (bF 同样 也 中 一 个 上 映 L” Ln L F LS R LFC 
的 列 紧 算 子 。 

例 2.14 IR Sr 5 y 方程 边 值 问题 

Lusak) ~ Sana tay, 加 

¿u paw ane OF66) 
1 二 co u (lt pi OA) 


i 2 My sei kaq (9675 
其 中 ot. faye CI - 1.1] &=0,1, 15 mlj Gas Ba $ 

JR X = (u, EC 1,11 u 9 € L2(- 1, 1), lti), 
i=l; 2, my. SUT: BRB]E8$6 Ip P 43 EER KEH 
问题 。 萎 此 假定 #0)=0 在 边界 你 件 (2.67) 下 只 有 唯一 解 
u==0, 2.66), (SDRE W ut), 我 们 试图 先 求 出 它 的 m 
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阶 导数 z(t) su), 然后 由 式 
u(t)= | GG, Ys)ds (2.68) 


便 得 到 w(t), 其 中 GO, s) T Au=u (t) 满足 边界 条 件 
(2.67) 的 Grecn žo M ¿G 又 可 以 从 方程 


x= Tr +f (2.69) 
得 到 ， 其 中 
7x=| ht, s)z(s)ds, 
1 
SY OG(t,s 
Ab s= ot LEGEL, 


显然 ，(?.69) 式 等 价 于 (2.66)、(2.67) 式 。 

现在 讨论 近似 解 , 拟 用 配置 法 ， 为 此 , 取 X 的 n 维 子 空间 的 
ARA 16 (t 7 = 1，2，…， 1 地下 +7-1 次 多 项 式 且 满足 边 
界 条 件 (2.67) 的 函数 集合 。 这 样 的 多 项 式 是 存在 的 ， 其 一 般 形 式 
为 


m-i 
(t) = geat, j=l, 2s, (2.70) 


FEMTE A 
u(t) = È £. (2.71) 


问题 (2.66)、(2.67) 在 [-3， 1] 的 结 点 to i=l, 2，…， n 上 的 配 
秘方 程 为 


uD) or ut f) =0 (2.72) 
k=0 
n m- 
或 > TA) 一 2625222) IE = f), 


i=l, 2 usn, 


57 


出 于 式 (2.66)、(2,67) 与 (2.69) 等 价 ， 于 是 问题 等 价 于 求 
z(t)= S eO 
j=1 
使 之 满足 (2.69) 式 的 投影 方程 
z, > P,Tz,+ P,f, (2.73) 


BR 4$8-- 436582 Ut ets ta US 
说 明 这 点 ， 只 要 注意 到 ， 对 任 一 个 使 
函数 z(t)， 必 有 Pnz = 0。 因 此 ， 


其 中 P, LYSET 
n-1 A. 
Z(t) = 0s i= 1, 25y n ÑY 
出 式 (2.72) 推 得 


Pala- Tan- f) = 0. 


男 一 方面 ， 因 zw =u 是 次 数 <n- 1 的 多 项 式 ， 故 PnTn= Tas 
从 而 由 式 (2.72) 导 得 (2.73) 。 

假定 a= -1 b= 1, 及 (2.66)、(2.67) 式 有 只 一 解 wo。 并 设 
HG=1l 2 my n) ET[-1l1] 上 的 de6armeB 点 ， 记 P， 是 以 这 
26 ti 为 结 点 的 Lagrange 插值 投影 算 子 ， 因 为 h(t, 5) 只 在 t=s 
有 第 一 类 间断 点 ， 因 此 由 定理 2.7 推 得 算 子 也 上映 LO DFC 
[ -1 1] 是 列 紧 的 ， 同 华 地 ，7:， L1(- l, D—Ci-1,1] t 
是 列 紧 的 ( 因 工 (~ L DEL -1s 1))， 又 由 定理 2.6 知 


IP,T -T b70 n—=>co, 


由 于 式 (2.66)、(2.67) MER HE — 8, i X= Tx 只 有 等 解 ， 
M A-T) t Lèi, 1) 上 是 连续 可 逆 的 ， 即 式 (2.69) 有 唯 
一 的 解 zo。 
利用 定理 2.6， 得 知 当 n 充分 大 以 后 ， 方程 (2.73) 和 有 唯一 解 
Eas EL 对 任意 mwSC[- 1 1] 有 估计 
Ho an! Sls Zalos V2,€ H nis 


其 中 也-: 为 次 数 <n- 160 £, c 为 常数 。 由 于 xz 
= zs, ut) = zo 因此 有 
peP -uR a Shu — Zalas vz, €T, i, (2.74) 
aa 
通过 积分 求 得 
lu D lo LCP- Zalas Ya E Mai 


(2.75) 
i=0, 1s, (m- 1). 


归纳 以 于 的 分 析 , 站 于 充分 大 时 ,问题 (2.66)、(2.67) 的 配置 
方程 (2。 TOA 是 Tt, hi 计 式 (2.74)、(2.75)。 
XH TfE— W D: Pa 89 逼近 ， 因 此 解 u, 在 范 数 


本 
P i=0 
意义 下 收敛 于 u, 
在 实际 问题 中 经 常 碰 到 以 一 个 正定 算 子 为 其 主要 部 分 的 算 子 
方程 求解 的 问题 ， 即 
Au= Ku+f, (2,76) 


其 中 4 为 实 Hilbert 空间 A piy F EDOCH Et Ë 
HA A= A*, 这 外 A R AEAT EENT PH 
(Au, u) >y lul’, uE D(A), (2.77) 
其 中 为 常数 。 设 K 也 为 及 中 的 线性 有 界 算 子 且 D(4)C 
D(K)， 这 时 问题 (2.76) 也 可 以 转化 为 第 二 还 算 子 方程 来 讨论 。 
方程 (2.76) 的 投影 方程 为 
Pal Aun- Kus—f)=0, u,€ H,, (2.78) 


其 中 Ps 为 H—H, 的 正 交 投 S$. T, H,CD(A)CH,n6€ N 
( 自然 数 集 ) 。 
下 面 在 集合 DCA) 上 定义 新 的 内 积 
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[u, u] = (Au, v), u, v&D A), (2.79) 
显然 它 满足 内 积 的 诸 条 件 ， 于 是 DCA) 形成 了 新 的 内 积 空间 ， 并 
记 其 范 数 lu| = (du ， 4， 如 果 用 Ha 表示 D( 4) 在 范 数 | .| 下 
完备 化 后 所 形成 的 空间 ， 并 称 它 为 能 司空 间 , 可 以 证 明 HCH, 
H, 是 Hilbert 空间 , 内 为 如 果 duc DA Ha 中 的 Cauchy 
列 ， 那 来 它 也 是 H 中 的 Cauchy 列 。 因 此 ，YwuE€ H, 有 唯一 的 
WEH 与 之 对 应 。 浙 旧 范 数 有 如 下 关系 


hel < u€ R, (2,80) 


用 Pi 表示 HaHa 的 正 交 投影 ， 由 于 Pao=0 等 价 于 (2， 
Wn) =0， Vu, C H,, XAJ AEZ, AT 
(Us Wa) = (AAU, Wa) = [AU Wale 
所 以 Pav = 0 等 价 于 PA Ae = 0, voe€ RA), B JE (2.78) 可 
以 改写 为 
Pla- A'K tn- A'E) = 0, u, ,€ H, (2,81) 
un= PA Kunt PAA f, u € H,,. 
WAE RC(K)CR(A), FERA), 那 末 当 ATK 的 值 域 的 闭 
包 属 于 H, 以 及 A IEH, NM, HEEC,T76) 06 3636 8gBD a 以 转 
化 为 求 方程 
u= AKu + A`'f (2.82) 
在 H, NBy6uoB 一 TanepkuH 解 了 。 
必须 指出 ， 方 程 (2.82) 的 解 一 般 并 不 等 价 于 (2.76 ) 的 解 ， 
但 是 任 一 (2.76) 的 解 必 为 (2.82) 的 解 ， 反 之 (2.82) 的 解 u, 只 有 
当 w E DUDA GEC. TORIN, 但 一 般 to € Ha, AZ RTII u, 
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为 (2,76) 的 广义 解 。 

由 定理 2.5 可 以 得 出 

定理 2.8 假定 算 子 4 大 列 紧 于 Ha 中 ,而 且 x= A 1Ku 于 
H PREE PABI, 则 当 充分 大 以 后 方程 (2,81) 有 只 
一 解 ww€ Has H u, E H, hiw ak' kek (2.82) uos FF 
有 估计 

lu -us| <c|u,—- Phyuol|, 

其 中 c 为 一 常数 

最 后 我 们 指出 , 由 关系 式 (2.80), 3⁄4 u, 在 H, 的 范 数 下 收 
SF uo 时 , 在 H 范 数 下 也 收 公 于 uo. 

设 H, 为 H, n 维 子 空间 ， 并 以 pi Ppr … Pa J ER 


基 。 记 


u, 二 È awn (2.83) 
则 (2.76) 的 投影 方程 可 以 写成 
Dapo pila- (Kpn PIa) = (f, pi) 


È Apo Pu -KPa P = (f, Pm 
j= 1 2, sn, (2.84) 
解 (2.84) 得 ar， 将 a, 代入 (2.83) 即 得 近似 解 。 
例 2.15 ”考虑 常 微分 方程 边 值 问题 
| -S ra) S aluf, 0<t<l 
u(0)=u(1)=0, (2.85) 
其 中 Ki) 、awi(Gt)、cz(t) 均 为 连续 函数 ， iu 
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2 
Kt 


取 H=L 上 (0, 1), D(A)={u: uw€EC’C0, 1), 4(0)=u(1)=0}, 
H, 是 由 在 端点 X=0, 2=1 J 0 而 在 [0, 1] 上 绝对 连续 并 且 具 
有 一 阶 导数 平方 可 积 的 隔 数 的 总 体 所 组 成 的 空间 . 显然 DCA) 
H CH, 不 难看 出 , À 在 DCA) 上 是 正定 、 而 且 对 称 。 由 于 对 
任 一 函数 p) E CIO, ils 

u(0)=u(1)= 0 
存在 唯一 解 ， 因 此 筑 子 4 存在 逆 算 子 


1 
CAPD = | kt, pe)ds, p(s)E C[0,1), 


-s(t-1), 0<s<t<1, 
其 中 kG, p=] (2.86) 
-1 人 3S- 1), 0<t<s<1, 


在 DC4) 上 定义 能 尽 内 职 
1 1 
(Au, u) =Í Curdi = | u(t)v’(t) dts 
° 0 
E H, 上 取 内 积 及 范 数 分 别 为 
[ay u] [wayapa 
0 
is lw ldt, 
我 们 视 4 为 映 H, 的 子 集 DA) 到 工 (0, 1) = H 中 的 算 子 . 因 
CAus 1) > lulis uE DCA) (2.87) 
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及 

|CAu,u)| <|ul,s|ol|o u, ə6€ DOA), (2.88) 
并 由 于 DCA) WEF Ho 故我 们 可 以 将 Au, v) 保 模 扩张 到 
整个 五 4x 五 4。 同样 4 也 可 以 扩充 定义 在 整个 五 上。 记 
u=JAu,u= Alu 则 和 


EAA v] elol, VE Ha (2,89) 


显然 式 (2. 89) 对 vE 尺 (4) 也 话 月 。 另 一 方面 , A-'u(e € R(A)) 可 
JAW H, 的 元 ， 并 且 有 


1 1 1 du 2 
f uadit (和) ar, 
从 而 
|4- 4 了 z7", „2? vE RCA). (2.90) 


由 式 (2,86) 以 及 R(A) = C[0, 1] F L2(0, 1)， 所 以 可 以 通过 
保 模 扩张 使 AT 的 定义 域 不 仅 可 以 扩张 到 H , 人 以 扩张 到 
整个 百 ， 并 且 保持 式 (2.89) 、(2. 90) 均 成 立 ， 

[Aulas 2 lolz, e€ H. (2.91) 


H {vn} 忆 H 是 有 界 集 ， 根 据 在 空间 L? 中 判别 一 个 集合 是 
否 列 紧 的 定理 〈 见 例 1.1 ) 得 知 (Au, EH 中 相对 紧 ， 利用 式 
(2.89), {47v} ñ: Ha 中 也 相对 紧 ， 即 A: H —> H, 列 紧 。 

当天 扩充 定义 到 整个 Hi Fis BK K, H ,—> H 是 线性 
高 界 的 ， 从 而 AK; Ha >H, 是 列 紧 的 。 因此 ， 如 果 式 (2.85) 
在 H, 中 只 有 唯一 解 且 子 空间 列 H. 终归 稠 于 Ho WIA 
理 2. 8 可 证 由 式 (2, 83), (2.84) 所 决定 的 近似 解 收敛 于 (2. 85) 的 
解 。 
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类 似 的 方法 也 可 以 用 作 讨 论 微分 方程 


Í - Ë. AC aila) 2), 2 5 or; 9 +cu = f, Æ QA 


u=0, EQ 上 
的 近似 解 。 


2.4 正规 算 子 方程 的 投影 解法 


一 节 的 定 埋 2.5 中 ， 我 们 曾经 讨论 过 形 如 4z -天 z= 的 
iss 其 中 K€ L( X) 是 列 紧 的 算 子 ， 正 如 例 1.6 指 出 的 算 
子 (4 一 KK) 是 正规 的 。 但 当时 并 没有 从 正规 性 来 讨论 这 一 问题 
i tumi y PE K 的 列 紧 性 及 其 有 有关 人 性 质 ， 作为 第 二 型 算 子 
方程 讨论 了 它 的 近似 解 的 存在 性 及 其 收敛 性 。 本 节 ， 我 们 将 讨论 
更 一 般 的 形 如 
Ac=f,z=CG X, f€ Y 


的 第 一 型 算 子 方程 的 投影 解 的 存在 性 与 收敛 性 ， 其 中 X, Y 均 
J Banach 空间 而 且 AGC L(X, Y) 是 正规 算 子 。 作 为 应 用 ， 在 
这 一 节 后 半 部 我 们 还 对 一 类 可 以 化 为 正规 算 子 方程 的 变 分 问题 的 
TanepkuH 解 给 予 专门 讨论 。 

算 子 AC L(X, Y) 称 为 Fredholm 算 子 ， 如 果 RCA) 是 
闭 的 而且 dim N(4)< + co, codim R(A)< + co ( 余 维 codim 
的 定义 见 附录 一 ) Fredhoim 算 子 的 指数 定义 为 

Ind A=dim N(A)- codim R(A). 


由 于 任何 列 紧 算 子 KEL(X), RU —- K) 闭 的 且 dim N(I - K) 
=codim R(J —- K)< +œ, Kit I-K 是 0 指数 Fredholm 8 
子 。 又 如 果 算 子 4 可 以 表示 为 4=B+C， 其 中 BEL(X，Y) 
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具有 有 界 逆 BAC L(O(Y, Xy 而 CEL(X， 了 ) 是 列 紧 的 ， 则 
不 难 证 明 4 是 正规 的 ， 而 且 8-14EL(X) 和 4EL(X, 了) 都 
是 0 指数 的 Fredholm 算 子 ， 基 于 这 一 论述 ，$2.3 定 理 3. 5 所 讨 
论 的 是 -种 特殊 类 邦 的 了 redholm 算 子 方程 。 

现在 假设 Xa V, S X. Y 的 子 空间 ( 可 以 是 无 限 维 
子 空间 ) 。 如 果 T7,CL(X, Y), RMM Pa RRT, EX, E 
的 限制 ， 

定理 2.9 设 4、4,ELCX， Y), AAC 离散 地 )。 

1. # A € L(Y, X) R Z,.: X,— Y, Jt 0 38 B Fred- 
holm 算 子 ， 则 Ar 存在 且 一 致 有 界 于 Ya (n>n) 

2。 车 设 AXA. {Yah nE N 分 别 终归 再 于 X 及 Y, X iz 
Ai 存在 且 一 致 有 失 于 Yn nar, MAEL, X). ith 
着 z, z, 分 别 满足 下 列 方 程 

Az=f, “z€ X, f€ Y, 
j (2.92) 
Anin = fns TnE Xans faEYn 


H fa > fo Mi z, — x EB. 
Jzn- ti SLA Ax, — fh. (2.93) 


证 EA € L(Y, X) 的 前 提 下 ， 为 证 Aa nan) 存在 
且 一 致 有 界 ， 只 需 证 


JAEn >Yn] vz € X, (2.94) 


成 立 ， 其 中 y> 为 常数 。 如 果 2.94) 式 不 成 立 ， 则 存在 序列 
(z, nE N'CN, z,€ X, 使 得 


jz = 1, A,z, = EaTn > O n€ N. 
故 由 代 (1.32). (1.33) 得 知 (r,yd- A E, jü z€ X 使 rn -> 
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z(n€EN”CN')， 从 而 Iz] = lim lz,l =1. 再 利用 (1,33)， 从 


A,A TË Anën > AEN”, nsEX)， 因 而 4z=0)zz 
0， 此 与 4-+EL(Y，, X) FR. XA Z, 为 0 指数 Fredholm 算 
FE N(A,) =10, # RCOA,) =. V, ANAR € L(Y,, Xa) B. 
一 致 有 有 界 。 

假设 Aa CLOY m XD Sn) H-—8 R, DX, 得 


FX, W Vz€ X, BIE za € X,, fz >z, XIN A — A 
( 离散 地 ) ， 获 


lAz1>lim|A,z12>>1zl, 
nex 


即 A E RCA) LEE. WERA) =Y, YYEY H v €Y w 
Yn >Y, JOR An ELY ns Xa) 的 假定 ， 故 育 Tp = An' Yn BW 
此 {zr} HREL Yao Antay H H: RE RY (Q ETI z, — z, n 
EN'CN, Ai) Atn > Az, ID Ar=y, ERRI RCA) =Y. 
最 后 我 们 证 明 估计 式 (2.93)。 
设 z. ta 鸿 足 (2.92) 式 ， 并 设 En 一 Ly Xn € X, 由 江 
Ep- th = Ei Apin- f + AT- Apnth) 
及 fo= Ania > AT= f, Ars > Ac (nG N), 
得 知 不 等 式 


jz 一 zs Sa- Ai + Ar- Aznl) + len- el 
右 端 各 项 均 收 总 于 0 ， 从 而 z, — z, 
由 于 mm- Af = 471(Az。 一 了 )， 信 计 式 (2.93) 是 明显 的 。 
上 述 结果 当 X,= X, Y,=Y 时 可 以 叙述 为 ， 
ik Am AC L(X, Y), À, — A, # 41EL(Y, X) H. A, 
JJX 上 的 0 指数 Fredholm AF, WA A4 CLOY, X) BR—3⁄ 
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AR (>n); RŽ, Æ Ar ELY, X) B— 5, 则 AE 
LY, X). 

在 上 述 假定 下 ， 洁 To T, 满足 

Az, = f, A,=z,= f, 
R f,—> fs Wiz, z 并 有 估计 式 
|z, = zo <1A- IAs- fl. 

假设 X。、。 均 为 有 限 维 子 空间 ， dim X,=dim 了 ,而 且 
(XA 终归 网 密 于 X, 投影 算 子 Pu 了 — YV, WR P, DI 记 
A= P,4， 则 上 述 定理 可 以 改写 为 

定理 2.10 it 4EL(X,Y)，{P。4} 离散 渐 近 正规 ， 则 

ATELY, X) @> (PA) ELY n X), 3tH— 


致 有 界 n). 
HWE ERRI Ta z 满足 方程 


Ac= f, EX,fEY, (2.95) 
P, Az, = P,f, z,€ X,, (2.96) 

则 z, — < JL 
Iz,-z|<|A1:1Az,- fl. (2,97) 


证 AAE: n 维 Banach 空间 EE, 到 维 空间 E, 的 线 
HERAT T 是 空间 E, 上 的 0 指数 Fredholm 算 子 。 
在 实用 中 经 常 遇 到 的 一 种 情况 是 线性 有 界 算 子 A, H>H 
是 正定 的 ， 即 满足 
(Ax, x)>a(r, £), yrEH, 
其 中 H 为 Hilbsrt ZA, a>0 为 常数 。 此 时 算 子 4 B gm 
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W A l€ L(H). # Pu H > H, 为 正 交 投影 算 子 ,由 例 1,17 知 


P,A—> 4( 离散 地 ) ， 从 而 方程 (2.95)、(2.96) 均 存在 唯一 解 ， 
而 且 z, -> z, 

在 定理 2. 9 及 定理 2.10 中 。 借助 于 余 量 给 出 了 解 与 近似 解 的 
误差 估计 ， 知 计 式 〈2.935)，(2.97) 的 成 立 ， 强 烈 地 依赖 于 A" 
的 存在 与 有 界 。 下 而 我 们 介绍 一 个 一 般 性 误差 估计 定理 ， 它 可 以 
不 涉及 算 子 方程 的 解 是 否 存在 ， 只 要 近似 解 存在 时 便 可 对 余 量 进 
行 估计 ， 同 时 还 给 出 了 一 般 非 齐 次 算 子 方程 的 解 与 近似 解 之 间 的 
误差 估计 方法 。 

it X,Y 为 Banach 空间 ， 考 虑 算 子 方程 

Tue f, (2,98) 


Hh 7, D(T)C X ->Y 是 线性 HRAT, R(T)CY, Xit 

Xn 分别 为 X. Y 的 一 列 有 限 维 子 空间 ， 
X,CD(T)CX,Y,CY (n€ N); 

{P,} 是 一 列 投影 算 子 ， 


了 
方程 (2.98) 的 投影 方程 为 
P,Tu,= Pafs u ,€ Xn (2,99) 
ë p(u*, Xa) =infí(|u*- |, vE Xat 


Pfs To =inf(|/- gls g€ 7 X.). 


定理 2.11 设 D(T)C X, R(T)CV, T, DT) -了 是 一 
一 对 应 的 ，P， 映 T'X, F Y, 为 双方 单 值 ， 则 方程 (2.99) 对 任 
E SEY 存在 唯一 解 zw， 并 且 


WPu- IASA HDP, T X,;, (2.100) 
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其 中 有 ,= Palpe Pu Y TX,. 又 若 u* 为 方程 (2.98) 
的 解 ， 则 
lue*t-u,|<(1+[Q,l)o(u*t, Xa), (2.101) 

其 中 Q, (P,T|z )P,T, X — X,. 

证 it Tu,= n 于 是 式 (2.99) 化 为 

P,z, = P,f, nET Xa. 

记 Ë, 为 Pa EFA 7 X, BRG H Apk Ps 映 T X, 于 
Y, 是 双方 单 值 的 知 存在 道 Pa: Ya > TX,， 因 此 有 唯一 的 元 
TE TN: Tn= Bai! Psf. 

X T, D(T)— Y 为 一 一 村 应 的， 即 D(T) 与 RtT) 之 间 
是 -一 对 应 的 。 因 X.C D(7), àk TX,CR(T) HEF X, 
HEREN MM T: Xa > 了 Xs 是 一 一 对 应 的 ， 于 是 对 于 
任 一 个 ,EE TX 全 R(T) 必 有 唯一 的 n= 了 7 了 -Zn€E Xn 与 之 对 
应 ， 即 Tun=zn XH z= Ph P f€ T X. 故 得 

P,z, = Paz, = P,Bš' Paf = Paf, 

即 ua 满足 (2.99) 式 。 

设 f€ TX, 则 存 Pa'Pafa= fo 

Zu,-f=z,- f = Pš! P.f - f 
=EBr'P(f - fa) - (f - f), 
所 以 
Tun- FISA HMDA, T X,). 


因为 式 (2. 99) 对 任意 f€ Y 有 唯一 解 ， 从 而 PaT |x,: Xa 

一 也， 双方 单 什 ， 因此 存在 着 算 子 。 记 PaT J Pu7 在 X, k. 

的 限制 ， 则 (P, TO- 存在 且 右 界 ih Va > X, WoE X, t: 
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得 
has — vl = p(u*, Xa), 
从 而 
v= (PT) P ,Tu,= Q... 
pe 
又 因为 uw gh Tus= f 及 P.Tu,= Pafs u,= (PaT) Paf 
= (P T) P Tut= Q,u*, 从 而 
一 zs 一 ol + lon ua 
<plu*, X,)+ |Q,o, - Q," *| 
=<(1+|Q,l)o(u*, Xa). 

从 式 (2.100) 及 (2.101) 看 出 ， 若 算 子 卫 , 一 致 有 界 且 T X, 
AJINE Y, AHE SEY, Tu, - f 收敛 于 零 ， 同 样 若 Q, 一 
致 有 界 ，Xs RIIT X 时 ， 则 xn KAF ue, 

推论 X=Y H Pm X > XX, 具有 性 质 


DP, > xz, n — co, yz€ X, 
方程 (2.98) 对 任 -- 个 /EX 都 有 唯一 解 ， 且 当 + 充分 大 以 后 


1P,72z1 宇 wzl， YE Xn Erh a>0 为 常数 ， 则 (2.99) 式 的 
解 us 收 化 于 (2.98) 式 的 解 u* 且 |Tu,-fl-— 0. 


要 证 明 这 点 是 不 难 的 ， 因 为 
Ps 
„ini Meals TPR Tal 
he pu el lHTuli=1 
-> inf JP,.Tul. 
> A riul 
Tull = l 
a allull _ u 
> st (Wir) rr 
79l =1 
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这 表明 |P.z1>6]2], z€ T X,, 又 因为 了 XXX 均 为 有 限 维 
空间 ， 从 而 Pa TX, X, 双方 单 值 对 应 ， 同样 的 道 理 可 证 
Iai R, Qal 癌 界 ， 所 以 结论 成 立 。 

下 面 的 例 ， 可 以 看 作 是 定理 2.9 及 定理 2.11 的 应 用 ， 

例 2.16 考虑 


u(t) = oltu) = f(t) 
f (2,102) 


u(0)="(1)=0 


MALEN 其 中 fA (t€ C[0, 1], o(t)20. 
W X = (u, uC C2[0,1],u(0) =u(1)=0); WY = C[0,1], 


ma A(n- o JE X > V 0848 SAET. it vfE 


C[0, 1]， 问 题 (2.102) 存 唯一 解 ， 从 而 4EL(X，Y), 4 存在 
H A-t6 L(Y, X). 


ITE 


w HARUT AYMA, 0=t <t < 
。 熟 知 上 述 分 割 下 的 三 次 B Pi 28 


Ctl =] 使 加 :一 如 = 
基 为 
/ (Eedi)? > t€[l- s ti-i] 
| hè + 3h? CE tii) +3hG- ti-1)? — 3(t- 1-4) 
| tC [tii tils 
Bi(t) = w hs+ 3h Cti t) +3h(t,, I — t) (2.103) 
| 一 3(t t), tC [te ti'i], 
haD? s Elti ha), 
“0 ， 其 他 地 方 ， 


i= 一 15 0 1 es n n+1, 它们 是 属于 C0, 1] 但 并 不 全 属于 
X 中 的 元 。 为 此 取 
Bilt) = Bt), 2<i<n— 2, 
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Bt) = B) - 4B.,G(1), Bi) = B (t)- 4B), (2,104) 
B,- (t) = B,(t)— 4B,- (t), Bn(t) = Balt) — 4B,.,G. 
可 证 函数 (B.G. i= 0, 1, 2, n E X PERHE 无 关 的 、 记 
Xn= [Bo > Ba). IE XXX。 令 配置 解 形 为 
w) = Dai B0), 
-0 


定义 投影 算 子 Pa Y >Yn 它 使 任 一 个 f€ C[0, 1] HEFY, 
中 的 元 素 是 以 fo fis ts in 为 结 点 的 分 片 线性 插值 多 项 式 ， 并 旦 
WERE RHE 

(P,fy- = f Cti), f€ C[0, 1], 0<t <, 
特别 , 我 们 可 以 取 山 形 函 数 作为 Y， 的 基 , 易 见 Paf >f, noo, 
VEC00, 1]， 因 44=w (ft)-o(t)n(t)， 这 时 式 (2,102) 约 配 
置 方程 便 是 


a (ABOG = fit, f=0, lp sh, 
SARDINA A LARK =t 时 ， 配 置 方程 由 的 系数 矩阵 
便 是 

Cy= Bt) 00) BI)» is j=0, 1s 25 s n, 
HF Bi，- 1<j<n+1 及 其 导数 在 结 点 上 有 如 下 关系 


! { 
Bs(t) ts- | ti-i | t; | tza | ts 2 
BD) :0 ;1 4 1 0 
Bs(t) 0 j 3/h j] 0 -3k|.0 
Q) o | 6/h |-12/k, 6/ | 0 


从 而 得 到 配置 方程 中 堪 端 矩 隆 C = (Ca) J 
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右 端 向 量 为 /= [5 PAD …， Faad. 


应 用 定理 2.9 以 证 明 配置 方程 存在 唯一 解 的 关键 在 于 证 明 


P, 4> 4( 离 散 地 )， 

取 znEXa n€ N JEE funle 有 界 ， 假 定 P. Aug € Y 。 
Enpi] X HARTEN Walas Ihlos laz]. HAIER. 
从 而 fs)}、{ 的 } 在 极 大 榨 范 数 下 So H Ia k. TEFA 
子 集 N'CN， 按 极 大 模范 数 有 


Ut Un>U,s AEN’, (2.105) 


因为 € C[0, 器 且 在 每 个 区 间 Oo tio] 上 为 线性 函数 ， 而 P, 
又 是 念 片 线性 插值 技 影 ， 从 而 


P(t) = uf(t)s t,<1<t,. i=0,1,-, n, 


由 于 Ps 性 1，P。4us-xy 及 式 (2.105)， 得 知 在 极 大 民意 义 下 
吉之 ww,， 又 因为 微分 运算 子 是 闭 算 子 ， 从 而 
V= Ups W. =U, 

于 是 存在 NrCN 位 得 

uns n€ N", FÈN X. 
而 且 (0) = wu(1)- 0。 这 表明 (P,Ay Jt SW WGR ir. P,A 
三 4 由 4 的 有 界 性 容易 得 知 。 因 此 应 用 定理 2.9 知 当 n 足够 大 
以 后 ， 配置 方程 存在 唯 -- 解 。 如 果 记 uw. u, 分 别 为 原 方程 及 也 
置 方程 的 解 ， 则 和 有 如 下 洪 差 估计 

pe = EAI Au = fl. 
在 这 里 ， 我 们 并 没有 涉 总 {XX 沾 是 否 终归 再 于 X, AHAZI 
接应 用 定理 2. 9 来 断定 其 收 剑 性。 如果 引 用 定理 2, 11 中 最 后 一 段 
的 证 明 方法 ， 可 证 
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lu,-u*|<(1+|Q,.l)o(u*, X), 
HH Q,= (P,A| x) Pp A: XXn PAD 的 一 致 有 界 性 
得 证 4Q.1 一 致 夺 界 ， 即 得 误差 合计 式 为 
lu,-u*|<cpo(u*, Xa), 
其 中 c JHO p(u*, X= inf Jus* — Tale 
进一步 的 估计 利用 洋 条 插值 的 误差 分 析 ， 它 将 取决 于 u* 的 
光滑 程度 ， 在 此 我 们 不 打算 深入 介绍 。 
在 上 述 问 题 中 ， 当 取 (= 1， 了 (1) =1 时 ， 即 
u”(t)-u(t)=1 
| u(0)=u(1)=0 
并 取 h= 0.125，zi = ih, 0<i<8, RALA 


u= È cbt), 


其 中 
co= — 0.002626776915, c;= —0.01811610481, 


cı = 0.002192749137, ce= — 0. 01463440391, 
cz= 一 0.01463440391， cy= 0.002192749136, 
cs= —0.01811610481, cs= — 0.002626776914, 


c = 一 0.01927064285， 


其 准确 解 为 4(1) = re t |, 


e+1 
类 似 地 ， 我 们 也 可 以 考虑 下 述 积分 向 分 方程 


urt) f k(t, s)u(s)ds= f(t) 
° (2,106) 


u(0) -u(1)= 0. 


其 中 假定 kis, DIEOSS, tS kÆ, f€ C[0, 1J. HR X = (u 
C C3[0, 1), u(0)=u(1)=0}, Y = CL0, 1]。 内 而 积分 算 子 


Ku -| kld, syu(s)ds 
o 


XY EAR., KERER OIR KARAF, Ju 
EATA KiE. 10D R HEH FE e RAO EW, 

现在 转 入 讨 沦 正规 的 微分 算 子 方程 的 投影 解 。 在 例 2. 12 曾 指 
出 过 《但 站 时 术 予 推导 )， 不 少 微分 方程 边 值 问 题 等 价 于 相应 的 
变 分 问题 。 例 如 对 于 边 估 问题 


—Au=f(z,y), yE, (2.107) 
ul = 0, (2.108) 

ou m 
( Sn Tai Jl: =0， a>0, (2.109) 


其 中 8 为 R pAg RKI, óQ = T + D, 为 其 充分 光滑 的 边 
BL. mes Di0, JECC). 
HEAR o RODRA RAER 上 积分 


f - Au)udzrdy = J jvdzdy, 
ô 0 
根据 Green 公式 并 考虑 所 给 边界 条 件 ， 且 令 
=[[( 9 X ou oo 
atu, o) = [| ( Bt 3y X ) drdy+ f auvds, 


9 T, 
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(f. u) J fvdrdy, 


则 上 述 边 值 问 题 便 化 为 
alu, v)=(f, v). (2.110) 
i HaCQ)={u; u€ H'(Q), ulr =0} ÉZ HQ) FE 


间 , 可 以 证 明 ， WR UECO), W u 满足 方程 (2.107) 一 (2.109) 
的 充 要 系 件 是 zxE 刀 让) 并 全 u 对 一 切 vE HO) 满足 变 分 方 
程 (2. 110). 换言之 , 若 & 为 变 分 方程 (2.110) 的 解 且 2&EC:(Q)， 
则 w 也 是 古典 解 。 与 边 值 问题 不 同 ， 变 分 方程 允许 有 有 不 属于 
CO ) 的 解 ， 这 种 解 称 之 为 边 基 问题 的 广义 解 〈 REO e 
如 果 我 们 试图 求 方程 (2. 107) 一 (2.109) 的 广义 解 ， 则 可 以 提 
出 如 下 变 分 问题 求 4€ HE(Q)， 使 之 满足 变 分 方程 
a(u,u)=(f,u), vuE Hz(Q). (2.111 


类 位 地 还 可 以 举 出 不 少 例子 。 对 这 类 问题 可 以 建立 如 下 抽象 
k H Jè Hilbert % jJ, V J H 的 稠 罕 子 空间 。 一 般 说 来 
ba 数 | la 并 不 完备 ， a s SS "pr 及 
jug Mely Bš V WRJ Hilbert 空间 。 XERE V E H RA: V 
SH 连续 ， 即 存在 常数 a -0, f 
lula<aluly, YuE. (2.112) 
假定 4 2 — Ri 其 定义 域 DAO EV WJ la: ok Y tE, 
值 域 ROCH., 4 FE 五 ， 考 虑 算 子 方程 
Au= j. (2.113) 
为 了 定义 (2.113) 的 广义 解 ， 构 造 和 4 相关 的 双 线 性 形式 
a(u,u)= (Au, v)n, u, VEDCA), 


假定 atu, 2) 是 D(4)xD(A4) 上 的 有 界 双 线 性 形式 ， 即 存在 常数 
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B tE 

jalu, 0)| <Plulrlvly, 4 vE DCA). 
由 于 D(4) 于 矿 HE, KIH alu, u) REPKA NV xy 
〈 我 们 仍然 用 同样 的 e(w z) 记 之 )， 使 得 上 述 不 等 式 对 一 切 4， 
vEV 成 立 ， 即 


lalu,v)| <Plulvlvly, yu, vEV. (2.114) 
如 果 uEV 满足 变 分 方程 
a(u, v)=(f, v)u, YVEV, (2.115) 


WERU 为 式 (213I fe V F H 稠密 ， 当 广义 解 
4u€ D(A) 时 ,tt 也 满足 算 子 方程 (2.113)， 称 如 此 的 u 为 古典 解 。 
与 例 2, 12 一 样 ， 可 以 证 明 (2.115) 等 价 于 线性 有 界 算 子 方程 


Tu= Kf, (2.116) 

其 中 
a(u,uy= (Tu, vy)v, YvEV, (2.117) 
(fooa= (Kf,u)v, vu€V. (2.118) 


事实 上 ， 由 于 au, v) 满 足 (2.114) 式 , 故 有 线性 有 界 算 子 了 : 
VV 满足 (2,117) 式 ， 根 据 (2.112) 又 有 
IF, Val SIflalola salf lalele vv€EV, 
UC, Va EV LGARA. KAKIEV, WE 118). 
FERREE au, u) 所 确定 的 算 子 7T， 如 果 除 了 假定 
条 件 (2.114) 外 ， 还 假设 满足 
alu, v)>aluls, vu€V, a>0, (2.119) 


则 由 式 (2.117) 定 义 的 算 子 T 是 正规 算 子 。 事实 上 由 式 (2.117) 
及 (2.119) 推 得 


ITujy2e|u|,, a>0, vu€V, 
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从 而 由 例 1.4 知 算 子 了 是 正规 的 。 进 一 步 还 可 以 证 明 R(T)= V, 
由 于 ROCT)E V 上 的 团子 空间 ， 如 果 RCT)=V, W] OU o= 
0 属于 R(T) 的 正 交 补 空间 ， 即 


(Tu, v,)y=al(u, v,)=0, vu€V. 
Musu 上 式 与 (2. 119) 式 矛盾 。 由 此 推 得 了 -! 存在 ， T-'€ 
LU), AIT < 二。 从 而 算 子 方程 (2. 116) 对 任 -- f€ H 


存在 唯一 解 u*- T K f. 

综合 上 面 分 析 有 如 下 定理 

定理 2.12 (Lax-Milgram 定理 ) 设 双 线性 形式 a(u, u) 
足 式 (2.114) 及 (2.119)， 则 变 分 问题 (2, 115) 或 与 之 等 价 的 算 子 
方程 (2.116) 对 任 一 f€ H 存在 唯一 解 w*EV。 

下 一 步 要 论述 方程 (2.115)、(2.116) 的 Tanepran 解 的 存 
TERESE. Jt HV, 为 六 的 有 限 维 子 空间 ， 与 例 2.12 所 
处 理 的 方式 一 样 ， 记 P, VV, 是 正 交 投影 算 子 ，nE N. TE 
方程 (2.115) 或 (2.116) 的 投影 方程 是 

a(us Vn) = (fx ua] Vu,€ V, (2.120) 
或 
PTus= P,K f. (2.121) 
BÈ PI, FRN 

定理 2.13 设 双 线性 形式 满足 (2,114) 及 (2.119)， 则 当 n 充 
分 大 时 ， 方 程 (2,115)、(2.116) 的 Tanepkan 解 ， 即 (2. 120)， 
(2.121) 的 解 存在 , 记 u 为 (2.115)、 (2.116) 的 解 , w 为 (2.120)、 
(2.121) 的 解 ， 则 有 如 下 估计 

la-ul< (+E ipa -ul (2.122) 

证 只 需 对 方程 (2.116) 及 (2. 121) 讨 论 就 够 了 。 根 据 所 议 ， 
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ERO 117) 及 例 1. 17 知 P,T TN). XAT ELV), 
从 而 利用 定理 2. 1088984 nan, 时 方程 (2.121) 可 解 ， 定 理 前 半 
部 得 证 。 现 在 秒 月 定 避 2. 卫 的 所 述 方式 得 知 


la u, iS (1+Q,.l)o(u, V.), 


其 中 
Qs (PTir) PT， 

从 而 式 (2.122) 成 立 。 

有 必 些 说 明 ， 和 基于 定理 2.10 及 2.。11 所 得 到 的 定理 2.13 至 少 有 
两 点 是 可 以 改进 的 ， 其 - -， Farepkra 解 的 存在 性 不 必 限 制 在 7 
>n, 的 情形 ， 其 二 ， 误 差 估 计 还 可 以 精密 化 。 第 一 点 是 不 难 办 到 
的 ， 只 要 注意 到 不 罕 式 (2.114)、(2. 119) 局 限 在 有 限 维 空间 V, 
也 成 立 。 因此 ， 定 替 2.12 对 有 限 维 空间 V, BRE n€ N. 所 
以 ， 在 定 归 2.13 中 ， 近 似 解 的 存在 性 不 必 附 加 条 件 mn 之 n,。。 第 二 
点 ， 订 以 引入 -种 -投影 慨 念 ， 利 用 它 ， PARI RRE iit 
公式 ， 而 卫 合 近似 解 有 浊 显 的 几何 解释 。 

ff Pa: VV, HA a BW N+, WB 

a((T -Pa)u,v)=0, vo€V,, u€V. (2.123) 

HRT Pa 使 得 一 切 形 为 (1 -Pau 的 元 a- EZF V,. 

不 难 让 明 aE YT Ps 与 正 交 投影 算 子 Pa VV, 有 如 
下 关系 ， 


Id Pp: < BAI -Poal vzeF (2.124) 
其 中 a, 有 为 式 (2.119)，(2. 114) 中 的 常数 。 事 实 上 ， 
a((I -Ps)z, (I —- Pa)z) 
=a((] -Pa)z, (I -P,)r), vrEV, 
80 


因此 
ald -Parl?<la((T ~ Ps)z, (T - P.yz)| 


BI -P8)zlv1C7 - Paal, 


此 即 (2.124) 式 。 
假 役 2 为 式 (2.115) 的 解 ，v， 为 (2.120) 的 解 ， 则 


un= Piu, (2,125) 
HJ fe 4 为 4# 的 a- 投影 。 
事实 上 ， 由 于 算 子 A-T-'K, HV 是 线性 有 界 的 且 

u= Af, 

a(Af,u)= (f, o) vvEV, f€ H. 
又 根据 Ph VV, 的 定义 

a((1 -Ps)Af, +,)=0, vfEH, v,EV,, 
从 而 a(P%u,u,) =a( Af, Vn) = (fy Va)us 


HJ Pau 为 式 (2,120) 的 解 ， 根 据 解 的 唯一 性 知 u, = Pu， 因此 利 
用 (2.125) 及 (2.124) 估 计 |u,-u|, 就 显得 直观 而 容易 ， 因 # 一 4， 
= (J] -Ps)u， 故 


ju- u,v = 1O -Pauly 
< 1d -P uls- 4P,u-ulv. — (2.126) 


特别 ， 若 Puiu, W| u,-=u ( # V 0 0639038XCF), 

进一步 利用 Nitsche 技巧 ， 我们 还 可 以 得 到 在 空间 H 上 的 
下 述 彤 式 的 估计 

lu~ unlu <8 lu -uly inf lp- palv, (2.127) 
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其 中 9 为 下 述 问题 
a (v, p) -( U, 


U — us 


TS), ， VvEV (2,128) 


的 解 。 
事实 上 ， 因 
alt — tps Q) = |u- ugl a 
R. a(u-us pn) -a((I -Psa)u, g) = 0, Vg, G€ V,, 
故 alu-usy P- Pn) = |lu -talas V pa € Vn,, 


从 而 
` lu-u,la<0lu-u,lylp- Palys Y PrE Va 


[u -unlu <P |u -ua ly inf |p- palv, 
这 就 是 (2.127) 式 。 

综合 以 上 所 述 并 注意 到 P, I 13 7.) 终归 再 于 V 的 一 下 
性 ， 有 

定理 2.14 设 H, V ž Hilbert 空间 ， V 888 F H R. V 
到 H 的 嵌入 是 连续 的 ， 线 性 微分 算 子 A D (AH, DA 
=V, 若 微分 方程 _Au- f 的 变 分 方程 


alu, v) =í fs Vn YYEV 
WEZE. 114), (2.119), W 

lalu, v)| <S ñlul, Iole vu, vEV, 

a(u, 4u)>alul? , vu€V, 


a, p>0, WAF Au = f 对 每 一 个 f € H 存在 唯一 的 广义 解 . 

如 果 耕 眼 维 子 空间 列 {Fw}CF 终归 稠 于 大， 则 它 的 FaxepkEH 解 

ua 也 存在 ， 而 且 收 分 于 A4u= 下 的 广义 解 ， 并 有 估计 式 (2, 126)、 
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(2,127). 
例 2.17 考虑 边 值 问题 


odu] 
at: (2.129) 
u(0)=0, u’(1)=0 
的 广义 解 。 
易 知 它 相应 的 双 线性 形式 为 
alu, v) =f 全 Pat, (2.130) 
RIEC. 129) 13 F RRI 
1 du dv , _([' 
| S 全 di var (2.131) 


为 求 (2.131) 的 anepgaa fg, W 
V =-(u, u€EN3(0, 1), u(0) =0} 


JEJ tis dzs eo ta 分 区 间 [0, 1] 为 2-1 等 分 使 ti =0, t51; 
记 A= [hb te]， 取 Q (t) 为 山形 函数 ( 见 (2.24) 式 )， 显然 
pilti) =Ó; H pA EWLO, 1), 它 是 分 段 线性 函数 且 在 A, U 
Al, 之 外 为 零 。 这样 的 函数 列 {gp;()}，i =2，…， n 显然 是 线性 
无 关 的 。 

记 W, JJH Pis Pas to Pa 所 生成 的 空间 ， 设 近似 解 为 


Un = D api (2.132) 


于 是 (2.131) 的 Tarcpraa 方程 是 


x a f' doe dgra- f pdt (i=2, n) 
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当 2<i<n-1 时， 由 于 p; RE AU Ani 上 不 为 0， m tge 在 


A, K A... 
-Qs 


=la- +a, 


1684936, fa a. … 


+a et 


Éy 
= +h, 


h, 


s an 应 满足 方程 组 ， 


-1 2 -1 0 d 
0 -1 2 =- i 
: = h? 
-3 2 -1 wy 
0—1 1 An 
当 n=101F h= s yi! 


a, = 0, 104938, 

a, =0. 197530, 

a, =0.277777， 

os = 0.345679, 

ae =0. 401234, 

将 上 述 结果 代 . 
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入 式 (2。132) 即 得 近 


a, =0.444444 
a, =0, 475308 
ag = 0.493827 


zio = 0. 499999 


ah h=- 


似 解 ua (t). 


上 分 别 为 去 及 - Jo MEB i RA n AUB 


nB T° 


本 题 准 傅 解 为 w= 太 1 - +). 

顺便 指出 ， 如 果 我 们 不 需要 un(t) 的 解 的 表 RR, A E 
Un(t) 在 结 点 二 WR d, IR, HF Pilti) = Ôi, W alti) > 
ao 因此 从 Daxcprun 方程 解 出 ci， 便 求 出 了 去 处 的 离散 解 。 

在 Tancpkia 方法 中 ,采用 这 种 分 片 插值 多 项 式 作为 空 问 V, 
的 基 函 数 ， 所 得 到 的 解 un(t) 称 为 有 限 单元 近似 解 ， 并 称 这 种 解 
法 为 『anephwh 有 限 单元 法 .。 

如 果 一 个 微分 算 子 4 可 以 分 解 为 两 个 部 分 《 例如 二 阶 椭 回 
型 微分 方程 ， 所 如 二 次 导数 项 作为 一 部 分 ， 低 次 导数 项 作为 第 二 
部 分 ) ， 共 中 主 部 是 共 定 义 域 中 的 正定 算 子 而 男 一 部 分 是 列 紧 算 
子 ， 这 时 与 微分 方程 边 值 问题 所 对 应 的 变 分 问题 跟前 面 已 经 讨论 
过 的 相 比 ， 其 求解 条 件 稍 复杂 些 ， 下 面 讨论 这 种 类 型 的 问题 。 

仍 设 H.V Jy Hilbert 空间 V £ H WATEA V ík 
H 的 代入 是 连续 的 ， 这 种 抱 入 是 列 紧 的 ， 即 入 中 任 一 有 界 集 必 
为 五 中 的 相对 紧 集 。 

定理 2.15 浴 变 分 方程 

a(u,u)+b(u,u)= (fv vvEV (2.133) 


中 的 a(u, o), bu, v) 均 为 双 线性 泛 函 ， 其 中 alu, v) 满足 连续 
性 条 件 


lalu, v)|<alulvlvly, vu, o€ V (2.134) 
及 强 椭圆 性 条 件 
alu, 4)>plul?, vu€UV, (2.135) 
而 b(u, u) 满足 条 件 
lbu, v)i<olulrlvls, vu vEV, (2.136) 


其 中 a, B. Š 均 为 正常 数 。 
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BENEN) H V n ETZ VARRET, 
投影 算 子 Pa VV n 是正 交 的 。 如 果 (2. 133) 的 齐 次 方程 只 有 零 
解 ， 则 对 任意 f€ 妃 ， 方 程 (2.133) 有 唯一 解 , 而 它 的 Taneprun 
方程 

G(u, Un) +b ins u.) = (FUn)5 Vu, €C V, (2.137) 
当 n EDARAN. iL u, u, 分 别 为 (2.133) 和 (2. 137) 
的 解 ， 则 unu H, 


[u,-u|o<c.|P,u -u|vy, (2.138) 
其 中 c, 为 常数 。 
证 RO V KA 太 是 连续 的 假 没 ， 由 式 (2,136) 推 得 
lb(u, v)| <colulrlvly, vu oc V. (2.139) 
由 条 件 (2.134)、(2. 139)， 利 用 Riesz 表现 定理 ， 可 定义 有 界 
线性 算 子 T, V>V, S, V>V W 
(Tu, v) = a(u, v), vu€v, (2.140) 
(Su, v) =b(u, v), vvEV, 
同样 地 ， 因 为 JEH, KTEXRESRAT K, Hvt 
(Kf, uy - (f, 9) vvEV, (2,141) 
À 
从 而 方程 (2. 133) 便 等 价 于 算 子 方程 
Tu+Su= Kf. (2.142) 
由 强 椭圆 性 条 件 (2.135) 知 T 存在 ， 同 样 可 证 RCT =V, A 
IE T ER VNV ERRER TE 


ST 1 
T-:|<—. . 143 
l l Bb (2.143) 


现 证 算 子 S 是 列 紧 的 。 为 此 取 {uw} 为 的 有 界 集 ， 由 于 一 
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WA H 是 列 紧 的 ， 因 此 (uE H 的 相对 紧 集 ， 又 因 S 是 有 界 
算 子 ， 故 {Su,}CV 也 是 有 界 集 ， 从 而 它 也 是 H 的 相对 紧 集 ， 
因 而 存在 入’'CN， 使 得 {Sun}，n€N' HH 中 的 柯 西 列 ， 又 
由 (2.136) 式 推 得 
[(Su, - Su, Stim- Su) | 
= | blim- u Su, — Su)| <cóM|Su,- Sulu, 
Hp mn, IEN’CN, W 


[Sum - Suly —>0 当 m, I->o0， 
从 而 S RHR RJR. WRO. 142) 中 的 了 +S 是 正规 算 
子 ， 现 在 将 方程 (2.142) 改 写 为 
s+T-1Su =T'-'K f, - (2.144) 


其 中 TS,， VV A RR. BF (2.123) 的 齐 次 方程 RHE 
Meo WEC ATOS) 存在， 即 式 (2,133) 对 任 一 EH 存在 唯 
方 得 Tu+Su=Kf 的 Panepgxun 方程 为 
P Tunt PSus =P,Kf, unEV,, (2,145) 
此 即 (2.137) 式 。 

由 于 {P,S} 是 族 列 紧 的 ( 见 (2.159) 式 )， 故 由 例 1.17 及 
(1.36)，(1,.37) 得 知 {P,T+P,S} 离散 渐 近 正 规 ， 从 而 由 定理 
2.10 得 知 (2,145) 当 充分 大 以 后 可 解 * ， 而 且 近 似 解 是 收敛 的 ， 
并 在 相应 的 遂 差 估计 式 。 为 了 获得 (2。138) 的 估计 式 ， 将 (2.145) 
改写 成 P,T(I +T-'!S)P,u, = P,K f. (2.146) 


根据 条 件 (2.135)， 和 个 将 算 子 (P,7) 限 制 在 V, bi (PT) 也 


*) 根据 下 a 定理 ， 如 果 À 是 映 Banach 空间 X A Y 的 有 类 
RER F, ROCA = 了 且 映 射 是 一 一 对 应 的 ， 则 A 存在 且 连 续 ， 
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存在 且 按 范 数 一 致 有 界 ， 即 (P,TP,)-: 存在 且 一 致 有 界 。 而 
P.T(I+T-!S)P,=P,TP,(I +T-S) 
+P,T(T-:SP,- P,T-'S). 


十 式 右 端 第 一 项 存在 一 黎 有 界 的 逆 算 子 (T + T AS)yA(P,TP,)"', 
而 第 二 项 由 于 


RZUSP,-T-'S)+(T-'S-P,T-'S)| 
<IPR -IXTS +|(P,- I) CT-!S)| 


HATS)" 也 是 列 紧 的 及 Pi =P, WG B AFE. A 而 
当下 充分 大 以 后 算 子 P,T(T +T SP, # V, LEAX NB- 
臻 有 界 。 由 此 同样 得 知 方程 (2,146) 存在 唯一 解 ww。 
Pru, u, 分 别 为 (2.142) 与 (2,146) 式 的 解 ， 用 Pa 作用 于 
(2,142) 的 两 端 并 与 (2,146) 相 减 得 
P,T(I+T-:Syu-P,T(1 +T-1S)P,u, = 0, 
二 述 方程 可 化 为 
P,T (I +T-1S)P,(u-u,) 
=P,T(I+T-1S)(P,u - u), 
得 u-u = (P TO +T SP, (P,T(1 
+T'1S)(P,u-u)), 
由 此 推 得 (2.138) 式 。 


例 2. 18 ”考虑 边 值 问题 


-$ð ou 2: -ou _ 
A aloo eog 
SEOSTE z€ Q 
u|əo= 0 (2,147) 
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u 


的 广义 解 ， 其 中 Q 为 R'ihig ír OR, (aE LE B: B. 
正定 ， 又 cGz)2>k20, WODHA 上 的 连续 函数 ，f(z)E€ 
IXO: 
问题 是 寻找 uwEH3(Q)， 使 
alu, v) +b(u, v) =f(v), yvE Hi(Q) 
成 立 ， 其 中 


$ Ou Qu 
D= SY bo. 
a(u, 7) PAE ED 


dz, 
blu, v)= s 人 (we -Gu .+ c(u Juda, 
1 oX; 


feo) =|reoecodz， 


0 


jk] V = Hi(Q), H=LQ) hlag) JEE A, kk 
件 (2.135) 成 立 , 又 由 ai(z)、c(z) 及 bi(z) 的 假定 ,条 件 (2.134)， 
(2.136) 均 成 立 ， 再 由 嵌入 定理 知 ， 五 (2) 往 L*( 8) RA X: 
列 紧 且 连续 的 , 四 而 订 包 应 用 定理 2.15 求 (2.147) 的 Tamepkuu 
解 。 


2.5 Ritz 方 法 及 其 几何 解释 


本 节 将 假定 算 子 ADACH>H, DA) =H H DA) 
上 是 对 称 正定 的 前 提 下 给 出 方程 Au = /的 Ritz 近似 解法 。 还 将 
EPAD ECE- HRE CEt HY 以 是 复 的 Hil- 
bert 空间 。 

定理 2.16 i; A:DC(AyC H-H W GOE Z BJ Vu, vE 
D(A) 和 有 有 (Au，v) = (u, ADHERE m> 048 
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(Au, u)2m(u, u) yuED(A). (2.148) 
又 设 DCA) =H, MY 
Au=f, JEH (2.149) 
的 解 必然 是 泛 丽 
F(u) -do u)- (u, f)- (f, u) (2.150) 
然 为 式 (2.149) 的 解 。 


的 极 小 点 。 反 之 ， 泛 函 屎 (4) 的 极 小 5 
证 vsED(4)， 


F(a +s)-F(u)=( ACH +s) u +s) 
-u +s. -s ü +s)-(Au, T) 
+, P +(f, u) 
ey s)+($ Ar- P +(As, s) 
>( Au - f, 3S)+(Sy An +m(sy S) 。 
Bl, FUER (2.149) 的 解 时 ， 推 得 FO +F) 
MT AROILE 
反之 ， 若 4 ED(4) 是 (2.150) 的 极 小 点 ， 则 令 s = 26， 其 中 
2 为 实数 ，6E DC4)， 当 站 充分 小 时 ，& +16ED(4)， 又 因 
F(U 4246 - F (u) =22Re( AU - f, Ò) 
+ ÀA2( Aó, ô), 


从 而 根据 假设 条 件 
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F(a +A8)-F) 
naaie i 


lim =0 
入 -0 
得 Re(Au - f, $6)=0, EDA). 


类 似 地 ， 取 记 代替 4 可 得 虚 部 也 一 样 的 结果 ， 同时 由 于 
DA =H, KAU =f 
下面 定理 说 明 求 式 (2. 149) 的 解 可 化 为 求 (2.150) 的 极 小 点 ， 
但 未 说 明 它 们 的 解 是 向 存在 。 
为 了 讨论 解 的 存在 性 ， 如 局 $2.3， 在 集合 DCA) 上 定义 新 的 
内 积 
[us n]=( Au v), u,vED(A), 


相应 的 范 数 为 lu| = Au u), 新旧 范 数 的 关系 ， 


lu|s<- ub u€ He 为 常数 ， (2,151) 
其 中 H, 为 D(A4) 在 范 数 | .| 下 完备 化 所 形成 的 空间 ， 显 然 H ,C 


媚 ， 妃 4 又 称 为 能 量 空间 。 我 们 将 证 明 ， 所 述 的 问题 在 能 量 空间 
上 解 存 在 〈 称 为 广义 解 ) 。 

定理 2.17 如 果 A EDA) LIRE, 那 末 当 证 函 (2,150) 
扩充 定义 到 五 上 后 必 有 了解， 

证 由 于 G(x， 有 7) 可 以 视 为 态 中 的 有 界线 性 泛 函 ， 而 且 因 


lon PISIS Stu, uE H, 


MEE H, IREE. BARH Riesz 表现 定理 ， 

PEF EH, u, f)=[u, f'l 于 是 可 将 式 (2.150) 中 的 证 函 
三 (4) 予 以 扩充 定义 ， 使 得 妆 w€ D(A4) 时 , Fa) BAI. 150)3, 
HUU ue H , i 
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F(u) =[u, ul-[u, ff'1-[f5 u] 
=[u- f”, u-f']- If 
=|u-/f'l:- 11/12, 
从 而 当 w=f s FENS- IT RRA f' at F (u) (扩充 定 
XF H, 上 的 )iz—¿ BU WN N. 
欲求 扩充 定义 了 (2.150) 的 极 小 点 ， 也 即使 F (u)]N 
极 小 值 的 元 ，Ritz 方法 提供 了 一 种 近似 算法 。 
it d = jin Fu) 如 果 能 够 找到 一 列 {un}CH4 使 得 
WE A 


d= lim E (un) WAU JI F Gu 0 38 E 9). 


定理 2.18 QE AEDA) 上 是 对 称 正定 线性 算 子 ， 那 末 
五 () 的 每 一 个 极 小 化 列 {u}， EEH 范 数 下 或 在 H , ië # F 
BATZE F a) 的 极 小 点 了。 


证 因 d=min F(u)= F(ff'y X 因为 
F(u)=[u, ul-[u, f']-[f's u] 
-[u- f’, u- f']-if', f) 
= lesfe sIf] 
从 而 d= F(f'y= -IPP 
根据 极 小 元 的 定义 
lim F (u) = lim( |u- f'l]? ~ |p’) = d, 
故 lim |u,- f'| = 0. 
由 式 (2,151) 也 得 lim jun- f'l] =0. 
现在 转 入 极 小 化 列 的 构造 及 Ritz 解法 的 几何 解释 ， 
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假定 {vn}，nEN 是 D(4) 上 一 族 线性 无 关 元 ， 而 且 它 是 五 4 
的 完备 系 ， 即 对 任 一 元 xE 百 。 均 可 由 {os} 的 元 的 线性 组 合 在 五 4 
WATEKE. W 


m=% aUes n€ N, (2.152) 
选择 恰 当 的 aty k=l, 2, ets n WZ 函 


n _ n N m 
F (un) = 2 a;a,( Au; VE) 一 PALID íf) = BH vj) 


jJok=1 


取 极 小 值 ， 因 而 有 有 


a » a =0, a, =a +ifr, 


Bp 
n 
之 apl AVe Vi)= (fy V) i=1, 2,50, (2.153) 
Si 


方程 (2.153) 称 为 Ritz 88, [SD Us V s Va E Ha HR HW: 
无 关 ， 故 det|[9,, v ]|#0, 从 而 (2.153) 在 存 唯一 的 解 cl，a2， 
…，an。 再 将 它们 代入 式 (2.152) 即 得 u, (n€ N). 
现在 证 明 这 样板 造 的 {4,} 是 扩充 了 的 泛 函 (2.150) 的 极 小 化 
列 ， 
由 于 d = min Fiu), W 存在 vE Ha, W 
dF wd, 


LAME H WEAR, HA (ayu ENE 
yn = Dapo, 2 -vl>0, 
m 
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从 Hü V e>0, `⁄ n2n, HLE O™) -F| |< 县 
d<F (vm <E) gdt, 


根据 Un 的 定义 ， 显 然 Fiun SFO), t 


dF(u) SFW" )<d+e 即 d=lim F(u,), 
n 


通常 称 由 公式 (2.152) 所 构 造 的 4,(n€ NN ) 为 Ritz 近似 解 。 
这 样 的 4 我 们 也 可 以 看 作 方程 (2.149) 的 解 & 的 投影 。 事 实 上 ， 
记 H, 为 由 Vis Vas e U, 所 生成 的 维 子 空间 ， 并 设 Pt, H> 
五， 是 正 交 投影 算 子 。 方 得 (2.153) 可 以 改写 为 


(4È ave), v, )= (Au, vi), i=], 2, yn 
ks 


或 [u, -u, Vs] =0, i=1,2, =, n, 
它 表明 u, -u fE H. KRÈ FET Ha BD u,= Phu, 
例 2.19 ”考虑 边 值 问题 


| ' 
:本 二 直下 


(2.154) 
u(0)=u'(1)=0 


的 求解 问题 。 我 们 把 4 看 作 是 L*(0, 1) 上 的 算 子 ， 当 u, vE 
C°[0, 1] 并 注意 到 边界 条 件 ， 算 得 (Au, u) = (u, Av), 而 且 由 于 
u(0)=0%1 


[° du 
uoj dr z 


故 由 Schwarz 不 等 式 得 
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: z/ du Ë: 1f du Y: 
w(< ( qz) dz<z 人 | dz, 

ü lu|°< Cu u) ， 即 4 在 定义 域内 是 对 称 且 正 定 的 。 

JE H=1L2:(0, 1), H, 是 由 在 0<z<1 上 绝对 连续 ,在 =0 
处 函数 值 为 零 并 且 在 (0，1) 上 具有 平方 可 积 的 一 阶 导 数 的 所 有 函 
数组 成 的 集合 〈 这 时 H, 实际 上 是 H' 的 子 集合 ) 。 其 内 积 和 范 
数 为 

[u, v] -| u'(z)u'(a)dz, |u|2 = f (u'(z))!dz, 


XR p=, RE N. FERE, ip H PHEARS u, = 
CE +CT +e +CT", 得 Ritz 方程 ; 


D crl Apes pi) (fx Pi)s 1=12，… n, (2.155) 


r 


其 中 Ap=- aa > j= 


解 出 ci i=l, 2, n 即 得 近似 解 u,. 
例如 取 %=2 时 


(Apis Pi) = D (Apis 92)=1, (Ags, 91)=1, 


( Ag P2 4, 


(fs p) =1-1n2, (fs p) = ]n2— 4, 
从 方程 (2.155) 解 得 c1 =0.669, e, = - 0.36， 故 


如 =0.6697 一 0。367“ 


方程 (2.154) 的 准确 解 是 w(z) =z(1+ln2)-(z+1l)ln(z+ 
1). 

采用 类 似 的 手段 ， 也 可 以 讨论 高 维 的 二 阶 线性 椭圆 型 方程 边 
值 问题 。 


2.6 列 紧 算 子 方程 的 投影 扰动 解法 


在 实际 数值 计算 中 、， 出 于 数值 扰动 ， 或 近似 方式 的 不 同 ， 得 
到 的 近似 方程 并 不 是 真正 的 投影 方程 ， 而 是 有 了 扰动 的 投影 方 
FL 

K: X- X RH FK, X A Banach Z0], X, H X W 
RETE, X, X H Par X> X, 为 投影 AT, JE 

Ar= Kz+ f, 120, zG X, f€ X (2.156) 
的 投影 方程 为 
4z,= P.Kz,+ Pafo “,€ X,. (2.157) 
假定 PaK Paf 的 扰动 项 分 别 为 Sa 及 gw, 于 是 扰动 了 的 投影 方程 
便 是 
hr, = P K< + S,z,+ P, f + Ins (2.158) 
其 中 S,€ L( X), g,€ X,. 
本 节 将 在 假设 扰动 项 满足 
ISi oh £S, 50), onlo, $i noo 
的 前 提 下 , 讨论 沈 动 方程 (2.158) 解 的 存在 性 与 收敛 性 问题 [28]。 
BE, ZP, >I, W 
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KEL X5 R= 1P, K RAR, (2.159) 
Hik, SHR, WA UP, KS 列 紧 。 任 取 一 点 列 
{ajSUPKS，LEN， 央 为 对 每 一 个 za 必 属 于 某 集 P. KS 


之 中 ， 无 妨 设 mco(( 一 ce)， 记 2 对 应 的 原 象 为 YESy， 由 于 天 
C 
是 列 紧 算 子 , 从 而 K (zu, 1€ N'. 又 因为 PP。 一 了 ( 见 81.4)， 
故 Pa, K(z)—>u, >00), MAMIly, = all = lyo- Pa, 天 2 一 0y 
《2.159) 式 得 证 。 
CC p 
进 -一步 由 $1.5 得 知 ，PnK 一 全 天， 这 是 因为 由 已 ,一 了 推 得 
p s. 
P,K >K, ü P,K 的 连续 性 是 BD) 009. 
WPi, $ CEZ(X)， 则 由 式 (1.26) 得 
IL,I— = Lo, (2.160) 
因此 ， 由 渐 近 列 紧 的 定义 ， 在 
CC ac 
K,— K, IL,|—>0(& L, —0)= 


KP p K, (2.161) 
RELESI. WERE KELO) 是 列 紧 的 ， 并 记 
K,z,= P.Kz,+S,z, +g, f, = P,f, 
HK, 一 KK 生 (2.158) 式 可 以 改写 为 
Ars = K,z, + fas A 0, (2.162) 


了 讨论 (2.158) 或 等 价 的 (2,162) 的 可 解 性 、 解 的 收敛 性 及 
误差 让 让 ， 任 要 下 面 若干 引 理 ， 在 给 出 这 些 引 理 之 前 ， 一 律 假定 
Kas K€ L.X> n€ N, 
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下 理 2.2 设 K, KRK, —> 天 ， 则 天 为 列 紧 算 子 且 


上天- 天) 天 10 (天 天) 天 一 0 (n—co), 
(2.163) 


证 “由 (1.28) 式 知 K, > k= K, >K, Hi RD: 


J| K, —, KKE. 

事实 上 ， 若 集合 列 {Sw}d- 列 紧 ， 则 它 的 聚 点 集 {Ss}* 必 然 为 
列 紧 集 ( 定理 1.1 ) ， 因 此 当 假设 为 有 界 集 时 ， MTK, H 
近 列 紧 ， 从 而 {KK,(5)} 是 d- 列 紧 而 且 {K,(S)}* 为 列 紧 的 。 又 因 


为 Ks > K, KKK, S)", WK (S) 也 是 ARR, 
即 开 为 列 紧 算 子 。 

现在 利用 定理 1,3 WEK- KK |>0. 又 因为 对 任何 
有 界 集 S，{K,(S)}d 列 紧 ， 因 此 再 次 利用 定 埋 1.3 推 得 必 K，- 
K)K,l—>0 成 立 。 


引 理 2.3 K, >K, W-K) E > n>n, 时 
(JT-KK,)-! 存在 且 -- 致 在 界 。 

证 例 1.16 推 得 (了 一 KK，) == K; 故 由 定理 1.6 得 知 ， 
A-K GESU - K.) PEH 一 至 有 界 ，Y 7 充分 大 。 

引 理 2.4 SK, K, MYe>0, FEN MEU KU 在 


有 限 的 e- 网 ， 其 中 U 为 单位 球面 ， 即 避 = {relsi 
证 由 定理 1.1 知 {KaU}* 列 紧 ， 因 而 是 全 有 界 的 ， 故 Ye> 
0， 存 在 有 限 集合 O.CX， 使 
{K,U}*C Q. (O.), 
2 
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再 应 用 定理 1.1 得 K ,U—-1K,Uy*, nns 
K,UC Q, (K,Uy*)C Q,(O,), nos 
2 


WL U K,U frt e- 网 。 


回顾 线性 算 子 的 一 个 基本 性 质 (参考 附录 一 ): 若 AC L( X), 
则 存在 唯 -- 的 升 指数 (ascent indices)a( A) =a 和 降 指 数 (defe- 
ct indices)ó( A) =6， 它 们 均 为 非 负 整数 或 + co, 使 得 
NAMSEN A" > ma, 
m=0, 1, 2, 
R(á")SƏR( A" 1) m<, 
R A` #t£<>a=0, R(A)= X&€>óŠ=0, 


a< +co, 6 一 + o=>a = ó, 
引 理 2.5 # K, K, n 充分 大 时 


all- K,)< +0, ÒI- K,)< +o, 


证 今 取 0<eo pr OLEC- 2e 因 K, K 推 得 存 
Em wp K.U 有 有 限 eo- Bb d U= (z, lzl= 1}。 如 果 
a(l- K,)= +œ, MÜ vm tí 

N (An)SSN(A"t1)ée>m< + co A= I - K;), 
于 是 根据 Riesz 引 理 ( 见 附录 一 )，、 存 在 Zn€ N((T -KK,)”") 使 
lznl=1, lzn -v1-e>2e>0, WENI — K,)""1), 
ik Kpn- K.z = z, —-u(i<m TIR 
usz -(I- Kz +(I-K.z&€ N((I - K,)""1), 
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故 得 jzjj =1, € N 使 
IK,z,- Krnl>1-e>2e>0 (i<m), 


HSK, U n>n FEER eo- AFA. 
RM HZ - K,)= + co， 也 矛盾 ， 引 理 得 证 。 


ac 
3182.6 # K, —K, (I-K V ENS), 则 RO - 
K,)= X, 
证 由 引 理 2.5 推 得 67- 天 。) =a(I- K,), BAC- 
天 存在， 所 以 
O=a([-K,)=ó(1 - K.), 


Am RG - K,)= X. 
由 引 理 2,2，2.3 及 2, 6 立刻 推出 


引 理 2.7 F K, K, MW (I -KOTELO 的 充 要 条 件 
是 (J 一 K,)-1EL(X) 且 一致 有 界 (Vn 之 no。)。 

引 理 2.8 jk T 是 Banach 空间 X 中 的 列 紧 算 子 ，S, A- 
S)y336€ L( X) H. 


A=|(2-S)j(T-S)T|—141, (2.164) 
WA-T) F X PELER. WA-TMELX) X 
-ye l+- ST 2 
IO - T) |< A-A è (2.165) 
若 fs 9 分 别 满足 方程 
(A-S)f=h, (À—-T)g= r, (2.166) 
则 
If-gi <14- S)" KS-TT Hi + iS -Tri +All- ri 
3 | 


41-A 
(2.167) 
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[If/-91<[(4- TS -Tf +h- ro (2.168) ` 
证 NAAI -S) +S, BIGA S= TII + (À - 


S'S], in B= i [T+(4-S)-:T]， 从 而 BA-T)=I-4, 


其 中 d= I (A-ST -S)T, 由 (2.164) 式 知 |.41<1, 故 (I 一 


4)-EZ(X)， 由 此 得 (1 -4)-'B(4-T) = 了 。 这 表明 (4-T)-! 
= (7 一 4)-'B。 XAT HARKAT, 从 而 由 Fredholm 择 一 定 
MAA- ELIX) H. 


A 
-TD Bl < 了 HL， 


此 即 (2.165) 式 。 
今 设 f, g 清 足 (2.166) 式 ， 故 有 
A(f-g)=(Sf-Tg)+(h-r) 
=S(f-9)+(S-T)g+(h- r), 

即 (f-0)=(4-S)-[GCS-7T)9g+(-r) (2.169) 
类 似 地 

(ff-g)=(-T)TCS-T)F+(A-r)]。 (2.170) 
由 (2.170) 式 立即 得 (2.168)， 将 g= (Tg+r) 代入 上 面 的 
(2.169) 得 


f-g= i (A-S)y(S-T)X(Tg+r)+(A-S)1(h — r) 


= 4 A-S NS-DTg-f) 
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+ 4 A-S)NS-TXTf+r) 


+(A-S) (h-r), 
J-g=I4-(4-S)-IT-S)T]-: 
x[(A- Sy 1(S-T XTf+r)+1(A-S)1(h-r)1, 
由 此 可 得 (2.167) 式 。 
定理 2.19 it X Jy Banach ZJ, Ka, K€ LX) n€ N 
cc ac 
K,—*K 或 人 一 > 天 #fE(A- Ky € L( X), ÀA0, 0 
An= MA-K) CK,- K)K,l->0, n=; 
又 当 n 充分 大 以 后 ，(4- K,)-'EL(X) 且 


1+14- K) K.L. 


1a- Ka l< FET 


(2.171) 


从 而 (1- KD 一 玫 有 界 ( 因 K, Ky X3 f. fa 分别 满足 


-K^`f=h, (À- K.)f,= hns (2.172) 
则 有 
If- fad iA- Ky 


LK- K. K,.llf| + 1(K - Kadhal + 12] lh- hal 
TAI- Ân 


IF- RISIA- KOIK -Kaf +h- hahe (2.174) 


» (2.173) 


证 K, L K nh K, 也 列 紧 (n€ N)。 故 由 引 理 2.2 得 


2.8 hm S= K,T = K, 告 论 。 对 Ka—>K 
算 子 ， 这 时 置 K、=T， 采 用 引 理 2,8 


An>0， 在 5 
的 情形 ， 天 。 不 一 定 是 列 上 
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AM 


的 运算 步骤 放 引 用 引 理 2.7 得 知 结论 也 成 立 。 
类 似 地 有 
定理 2.20 z X Jj Barach 空间 ， Kas KELC(X), nG 


N, K&K R KeK, "í 充分 大 以 后 ，(4-K,-! € 
LODA OH- AR M 

A = KO K-K) K]>0 (n00) 
F (4- Ky'!€ L( X), 


+ HA- Ks Kl, 
AT- 


4: f. 卢 分 别 满足 (2.172) 式 ， 则 人 有 


1 上- 天 )- 小 < (2,175) 


If- fls- Ka] 


K-K, EI KS + A hall 
AJ- 


(2.176) 


IF- Fal SIA- KOIK -Kafa Ch-h)l. (2.177) 


本 定理 的 证 明 可 由 引 理 2, 8 而 得 。 

现在 转向 讨论 方程 (2.162) 或 (2.158)。 

定理 2.21 设 天 EZ( 了 ) 是 列 紧 的 ，(4- K)! 存在 而 且 有 
界 ， 投 影 算 子 Pa X>X, 满足 P。- 马 T， 则 方程 (2.156) 以 及 
其 扰动 的 投影 方程 (2.162) (或 (2.158)) 当 n 充分 大 以 后 在 X k. 
均 存 在 唯一 解 。 如 果 分 别 记 其 解 为 r 及 Ens 则 ra-zo(n->co) 且 
有 如 下 估计 

A-K EKAKI (充分 大 )。 (2.178) 
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[z,-z [<l - K 
x IK -K Kaliz + 有 (天 一 天 Po $: l4IIP,/- fl 
TAT -Ân K 


(2.179) 
hen- toj <I- KIKK -Katot f- Pafi (2.180) 


或 Mer ol- A -HECIP KE + NA- K,.lDIP,z,- Tol 
+ ISa Pato] + !a,13, (2.181) 
op A= IA- KVK,- K) Kale 
定理 2.21 实 际 二 是 定理 2.5 的 一 个 推广 ， 因 为 当 Sa = 0，gn = 
0 时 ,PK = K,, BI 1 (2.180) 8k (2,50). 
证 (2.156) 式 解 的 存在 、 唯 一 性 是 明显 的 。 又 根据 本 节 开 
ac 
WJ yi Ka— K, SIHR. 19 WHARO. ar, M 
TWC. 162) C 等 价 的 (2.158) ) 当 n 充分 大 时 也 存 在 唯一 解 zw 
BAIER (2.179)、(2.180)。 由 PrI RK, >K, M 
式 (2.179)、(2,180) 中 任 一 个 都 可 推 得 ZYTo(n->o0)。 
证 明 信 计 式 (2.181)。 当 为 Yo。、Yn 分 别 为 (2.156) 及 (2,162) 
(等 价 的 (2.158) ) RIN WE 
A- K,)(z, - P pto) = P f -AP pto + K ,PnTo, 
又 因 4Pszo= P.Kz + Pafs H 
(A- Kn)(zn— Pato) = ( K,P,z  - P. Kzo), 


itn- Patol EIA- K DIK Pat- P Kz. 
记 P" -I-P,, MJ 
iEn- z 1<lP,Ce,-2|)1 + [P " (za 一 zol 
= |z,- Patol + |P "zol, 
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~y 


Ie,-z,1<10(4- K.) IK Pato- P.Kzo |+ IP " zol. 
根据 K, BEX, K,.P,z = P,KP,z + S,P,z, + In, 


K,P,z,- PaK o =P,K(P,z,- x) + S,P,z, + gx, 
所 以 
Iza = Ta KA- K n) PKIP,, — zol 


+ HSA Patol + esl) 
+ HCA- Ka IRA- Kan) (Pro— z.)]1 
SA- KIO NIPAKI+ IA- K, NPT — zol 
+[1SsllP,zol + hgt. 
推论 设 TEL(X) 列 紧 ， HERF Pu X—X, 满足 
Ps I, 方程 
z=Tr+f, z€ X, fe X (2,182) 
的 近似 方程 为 
Ta = 了 nrn+yno z€ X. fn€E Xn, (2.183) 
其 中 了 X. X,.. H S, = T,- P,T, s. = f,- Paf 并 设 
IS,I>0G8 S, 0, gs->0， WAJ- ELX) 原始 
方程 (2,182) 与 近似 方程 (2.]83) 当 n 充分 大 以 后 都 存在 唯一 解 ， 


而 且 近 似 解 收敛 于 原 方程 的 解 , 
例 2.20 假定 积分 算 子 K: 


(Kayt) -f h(t, syz(s)ds (2.184) 
a 


的 核 ht, SE O<. s<1 b, K, Clo, 1]-xC[0, 1]; 对 
任意 X(tf)€ CL0, 1 HERDAR 
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n 
Drt D wri)  0<t,,<1 
j=1 


收敛 于 积分 Pe = f zan 因此 积分 方程 
Az(t)— f kit, s)xls)ds= f(t), 120 (2.185) 
的 数值 积分 近似 形式 是 


Ara(t) 一 2 wnjk(t, Sa )Z (s. ) = f(t), (2.186) 


p 
其 中 f€ C[0, 1], 假定 投影 算 子 Pai X-— X, W E # EP ,—> 1 
(Cm>œ), Hih X =C [0,1], X, A qia =m, 可 
(2.185) 的 算 子 形式 是 


4z- Kz=f, 4#0, . (2.187) 


它 的 投影 方程 为 Atm- PnKzm = Pnf。 根据 (2.60) 式 ,其 具体 形 
式 为 


u"a) -| krit, s)e"(s)ds = f"), (2.188) 
其 中 RC, S) = (Pak?) A) ( 见 (2.59))， F = (Pmf)(t)， 而 
zm(t) = (Paz)(t)。 借 助 于 数值 积分 公式 ， 类 同 于 @. 186) 式 ， 方 
程 (2.188) 的 近似 方程 为 
Arg = E wnk" CE, sn) (sa) = "G, — , (2.189) 
4=1 Ñ 
它 是 求解 (2.185) 时 进行 数值 计算 的 实用 形式 , th 29 mD rh i 
足下 面 方程 的 z (tsi) 来 确定 
Aen (tai) 一 wajk™ (nis Snf)Z8 (s, j) = fni), 
i=l 2, ts ny (2.190) 
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te 


其 中 取 fw = snt。 将 方程 (2.189) 写 成 算 子 形式 ， 
A-K = f", 
其 中 
KERER wh" ty so 三 (sn 


n 
= È wajk™ (t, Saj)T™( Sns) , 
-1 


也 可 将 (2.189) 式 改写 成 


u") -f k", sjo" (syd 
0 


(2.191) 


(2.192) 


1 n I 
+(| k”, s)w"(s)ds- X wask" Ct, sa)z"(sn) ) 
0 4=1 


=f", 

HATER: 
As” P Kz" + S,z" = f", 
其 中 
1 

P Kz -| km(t, s)w"(s)ds, 

它 与 (2.60) 式 所 表示 的 算 子 本 质 上 是 一 样 的 ， 
Ss"=P Kx"= > wajk™(t, Snf)Tm(Snf)。 
j=1 

由 于 假定 积分 公式 B,(X) 一 四 (zZ)， 从 而 


È jw <b < +e, 
j=l 


(2.193) 


(2.194) 


(2.195) 


(2.196) 


(2.197) 


因此 PaK, Sm 均 为 映 C[0, 1]->C[0, 1] 的 有 和 界 线性 算 子 。 如 


果 能 够 证 明 
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cc 
a) P, K — K, 


ac 
b) S.,— o; 


那 末 定 理 2, 21 的 推论 就 可 以 应 用 到 现在 所 讨论 的 问题 。 为 此 目 
的 ， 假定 n>m 未 此 用 中 经 常 是 这 样 ) 而 且 可 以 认为 4 是 w 
的 函数 ， 即 n=n(m)。 又 因为 &(t, s) # 0<t, s<1 连续 ， 因 此 
《2.184) 所 表示 的 算 子 K: CE0, 11>C[0 11 是 列 紧 算 子 ， 从 而 


cc 
由 本 节 开 始 的 讨论 知 PnK — K. 
QC 
证 明 Sm -9 0， 记 
Knc= z wayh™(ty Sa)T( Sa) , (2.198) 
K"x= P.,Kz, 
K. = ush, sas), 


虽 由 (2.61) 式 得 
Kr>Kz, VzEC[0 1]。 
不 难看 出 PnKs = Kg, But mo 时 ， H K, > K K P, 
一 > 了 推 得 f 
Knr>Kzrz, vz€C[0, 1 m>, 
又 由 IK"z- K.z|<|Krz- Ka] +|Kz- K"z} 
推出 K"s- Kee0, z €CL0, 1), 


p 7 š 
BJ Sm 一 > 0，7~ce。 由 表达 式 (2.197) 及 (2.198)、(2,59) 得 
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KI <bjk"i<bI(P.k(0p1 “ 
<d max |h(b, 5)|， 为 常数 ， (2.199) 


[CKK C) — (Krr) )] 
<blzlmaxlk™t, 5)— k”, s)|, (2.200) 


WEEG) 0<s<1) 一 致 有 界 且 等 同 连续 于 [0, 1), i 
le™— R| =max|(P,- 了 ) Re(t)| 


smax|(P,- Dit|—0, (2.201) 


因此 加 在 0<t, s<1 上 一 致 KAF k, AT Ak") 是 一 致 有 界 
且 等 同 连续 。 再 利用 (2.200) 式 得 知 ， 当 | zj 和 1 时 ，{( 天 gr) 人》 
也 是 一 致 有 界 且 等 同 连续 ， 这 意味 着 { 天 8} 是 族 列 紧 列 。 因此 
4S,= K"—- Ka) 也 是 族 列 紧 算 子 列 ， 由 此 得 到 {S。》 是 浙 近 列 
紧 算 子 列 且 S, — 0. 

应 用 定理 2.21 的 推论 ， 如 果 (4- 天 )z =0 只 有 零 解 ， 则 方程 
62.189) 当 和 充分 大 以 后 存在 唯一 解 z 且 z 收敛 于 《2,185) 的 
解 。 


2.7 计算 过 程 中 的 稳定 性 


正如 在 前 几 节 所 见 到 的 ， 通 过 投影 方法 所 获得 的 近似 方程 ， 
一 般 具有 如 下 形式 
AnTn = Yn, (2.202) 
其 中 A, 是 映 某 个 Banach 空间 E, F 另 一 个 Banach 空间 F, 
的 算 子 ，dim E, = dim F, =n, 通常 还 假设 AP 存在 。 然而 在 
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实际 计算 过 程 中 ， 数 据 会 有 一 定 的 误差 ， 因 而 (2. 202) 变 成 
(A,+ TT)2n = u, + Ôn (2.203) 
HP Das 6; 为 数据 Am ys 的 扰动 ， 前 面 我 们 讨论 过 这 种 扰动 方 
程 解 的 存在 性 与 收敛 性 问题 ， 本 节 将 讨论 数值 计算 过 程 中 的 稳定 
人 性 问题 。 
如 果 存 在 与 ?无 关 治 常数 y. p. Q 34 | 站 和 > HER 
的 6， 方 程 (2.203) 也 是 可 解 的 〈 其 解 记 为 zs ) 而 且 (2.202)、 
(2.203) 式 的 解 满足 关系 AER 
Iz,- z. ES Tan +qló,1, (2.204) 
则 称 方程 (2.202) 在 计算 过 程 中 是 稳定 的 。 
定理 2,22 ”为 使 方程 (2.202) 在 计算 过 程 中 稳定 ， 其 充 要 条 
件 为 ， 存 在 与 # 无 关 的 常数 ci cs 使 得 
a) lAw'l<oes 
b)。 对 任意 的 具有 范 数 为 1 并 映 E, T 已。 的 算 子 列 {B,} 下 
述 不 等 式 成 立 
lAn Brdr Yale, = lAa Batal < 
证 DRE: ian 取 厂 ,=0， 从 (2.204) 得 
l < gj， 又 41 = Apn- Ann =n, 故 得 14,7,| > 
-Hinh WIAI<O FYR e =a 
W ôn=0s 厂 , eb, H [Ba] =1 HB e= |T,l<> 因而 
从 (A,+ 厂 ,)zn = Yn HEFE 2, + AnD nn = Tn 或 
Za- Tn + ARI ,zn— Tn) = — ARI ncn (2.205) 
因 ARI = El As! Btnl = IT'.11LAs Baan, 
LAST an- 2a) Eel AR Bz — Tn) 
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<el ARIZ,- 2al" 


<eql|z, - Tall, 
所 以 由 (2.205) 式 有 
[z,-z,]|+eqlz,- Tal AZ ,rel, 
: Pois IT 1A31B,z,l 
即 Inal = |z, 一 站 之 sirg 


将 它 与 (2.204) 式 比较 并 且 此 刻 取 ó, = 0, 得 
1AB, Ta] < p(1 +eq), 
因为 e 可 取 为 任意 小 的 数 ， 从 而 lA B, al <p BII 


c= p, 

充分 性 ， 设 a)。b) 威 立 ， 取 ?= 入， 为 常数 ，0< 有 一 1 
IDAS mifa IAA IS É e<, Mah 
2.1 


IU ASTA I< (2.206) 
利用 定理 2.2 可 知 An +D a WRTA ME MA +D |< 
IOP WEE v 使 (2.203) 式 可 解 。 剩 下 需要 证 明 存在 p, 

q 使 式 (2.204) 成 立 ， 设 zç, a 使 
(A+T Hy (As+T =n — (2.207) 


B SADAP, m= GP-a) +2, MR Das 0 R2 
Tas Za? = 17， 由 (2.207) 知 ， 此 时 


Insl = AAR nl Sc tónl 
这 表明 结论 成 立 。 如 果 D#0 WA 太 。= | 六 .414B。 HH |B,| 
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= 1， 此 时 由 (2.207) 的 第 二 式 以 及 (2.206) 可 得 

(I+ ART zn = Aa's, 

z) = (I + AR T a) AR Dn 
从 而 有 

IPI <ol + Apr O a Ah., (2.208) 
将 (2.207) 的 第 一 式 改写 为 
(I+ AG, 27= z, 

得 A HAPT A -z,)= -AT sn, 
ih 5 Fb) (2.200) RYT 


LART atl LAL B,z,1 
< gr 


z z 
izr al < 1-8 


£ 


<Ê ir. (2.209) 
又 由 (2.208)、(2.209) 式 得 


PEIES 


Z ID a 
它 表明 ， 当 p= 了 q= 7 时 可 使 (2.204) 成 立 。 

定理 2.23 设 了 EL(A， 了 )，AsCX，YsCY 为 有 限 维 
空间 Pa Y- Y, 算 子 方程 


Tz=f, fEY ` (2.210) 
及 其 投影 方程 
PaT i= Pafs TE XCX (2.211) 
当即 充分 大 以 后 都 存在 解 〈 分 别 HJI z, K zs)。 BPT 了 为 
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P,T fz, 上 的 限制 ， 并 设 r, >r, 且 存 在 常数 c 使 
IPD ge, n= no, (2.212) 
则 方程 (2,211) 在 计算 过 程 中 是 稳定 的 ， 
证 记 4,=P,T， 如 备件 (3.212) 满 古 垂 x。 有 界 ， 则 定理 
2.22 中 的 条 件 a)，b) 均 满足 ， 假 设 ,>7。， 因此 确实 存在 常数 
cs 使 得 |z=,|<c, n€ 从 而 推 得 所 要 的 结论 。 


回忆 前 面 82.4 关 于 投影 算法 的 讨论 ， 如果 假定 { 玉 小 终归 称 
FX, Pu Y-Y E P, -> 1 E FAPT) Ki WE 
正规 ， X ik #ETCELWY, X) BK 由 定理 2,10 可 Ak 
OANE n 充分 大 时 是 一 致 育 界 的 .因而 式 (2.210) 及 (2,211) 
当 充分 大 时 存在 唯一 解 ， 而 且 X, 一 x。， 因此 可 保证 在 计算 过 
程 中 是 稳定 的 。 

一 个 常用 的 特例 是 Hilbert zA H k 05 E 2 W+ Te 
二 (五 )， 出 于 这 样 的 T 满足 

(Tz, z+)>alzl’, z€ H, a>0, 
这 一 性 质 可 保证 条 件 (2.212) (R X = Y = H, P, HEZE 
影 算 子 ) 对 一 切 半 均 成 立 。 

对 Banach 空间 X L T=4-K(X=Y), 其 中 天 为 一 

列 紧 算 了 ， 若 设 (1- 天 )-EZ(X)， 也 可 以 推出 
IK-P,K1< -Tt -KYI , a>NU), 


IA- PK) Ke, n>N), 
其 中 c 为 一 常数 。 计 算 过 程 中 是 否 稳定 ， 将 决定 于 近似 解 是 否 一 
致 育 界 。 
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第 = 章 
非 线性 算 子 方程 的 投影 解法 


本 章 我 们 将 讨论 非 线 性 算 子 方程 的 投影 解法 。 比 起 线性 算 子 
方程 ， 非 线性 问题 要 复杂 得 多 ， 例 如 ， 对 线性 情况 ， 比 较 易于 获 
得 解 及 近似 解 的 唯一 性 结论 ， 但 非 线性 问题 则 不 然 ， 方 程 的 解 及 
近似 解 ( 如 果 存 在 的 话 ) 常常 以 集合 的 形式 呈现 。 此 计 ， 近 似 解 
的 收敛 性 自然 用 第 一 章 所 介绍 的 集合 的 收敛 性 概念 米 描 述 较为 方 
便 。 对 于 非 线 性 问题 ， 一 般 只 能 获得 比较 弱 的 结果 ， 为 了 得 到 与 
线性 问题 相 类 似 的 结果 ， 就 必须 在 使 用 线性 算 子 的 性 质 之 处 附加 
一 些 相应 的 条 件 才 行 。 

本 章 假设 X,Y 为 Banach 空间 ， 人: X — Y 是非 线性 算 
F. RIRE ENA ARTURI u EX, 使 之 满足 
方程 

Tu=/, fecY,u€ X, ' (15 
车 这 种 u 存在 ， 则 称 u, 为 方 程 (3.1) 的 解 。 类 似 地 ， 洲 T, 
XX, UFF u, 满足 方程 i 


u= Tu u€ X, (3.2) 


则 称 m 为 了 的 不 动 点 ， l 
类 同 于 第 二 章 ， 方 程 (3.1)、(3.。2) 的 投影 方程 分 别 为 


PsTu,= Ps,f, us,€E X,, (3.3) 

u =P Tu, EX,, (3.4) 

其 中 P, IBRAT. ZChEL0.3 503.4 rh, SPR Y — Y, 
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5 X- X,, X, X, Y,cY, 

非 线性 算 子 方程 解 及 近似 解 的 存在 性 〈 有 时 还 需要 讨论 是 否 
唯一 ) 及 收敛 性 是 这 一 章 讨 论 的 中 心 议题 。 在 某 些 情况 下 还 将 给 
出 误差 估计 式 ， 并 给 出 一 般 理论 在 微分 方程 及 积分 方程 数值 解 中 
的 应 用 的 例子 ， 

正如 第 二 章 已 经 见 到 的 ， 算 子 方程 可 解 性 的 讨论 可 以 有 两 种 
途径 ， 共 一 是 先 证 明 原 方程 的 可 解 性 ， 进 一 步 再 讨论 其 近似 解 也 
存在 ， 测 县 收敛 于 原 方程 的 解 ， 其 二 是 先 讨论 近似 解 的 存在 性， 
然后 证 明 近似 解 在 某 种 意义 下 有 极限 且 其 极限 就 是 原 方程 的 解 。 
在 不 同 的 场合 ， 本 章 将 分 别 采 用 上 述 方法 之 一 ， 但 对 非 线性 问 
题 ， 后 一 种 更 为 广泛 采用 。 


3.1 压缩 型 算 子 方程 的 投影 解 


车 存在 常数 a 使 
[Au - Au] < alu, ~t], Yu, 4 ED, 


则 算 子 4 称 为 在 区 域 DC X 88 Lipschitz 条 件 。 在 上 述 式 中 
M a <1 时 ， 称 4 为 压缩 算 于 .又 如 果 刀 = X, MPA 在 空间 
X bile Lipschitz 条 件 ， 相应 地 ， 当 a <1 0 AHX 
上 的 压缩 算 子 。 

设 X.C X, dim X, =n, Pa XX, B Pa = L, [P.I 
<1 (flim 52 X = C[0, 1]，PP， 为 分 片 线 性 插值 投影 以 及 当 取 
X 为 Hilbert 空间 ，P。 为 正 交 投影 时 都 能 导致 1P,| <1 ) ， 则 
# 

定理 3.1 设 AH X WARD GROEA) LERF 
且 ADcD, 则 算 子 4 及 其 投影 算 子 P.A 分 别 在 D 及 X, n D 
上 存在 唯一 的 不 动 点 ua uo TE 
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ju,- uis L Prosil 3.5) 


证 算 子 4 在 D 上 存在 不 动 点 是 显 然 的 ， 今 证 Pu4 在 
X,0D 上 也 邦 在 不 动 点 4 32 vu, we x,nD, 有. 
(Pp Au -Pa AuR KLP IN A -Ad 
Saju- h, 
即 算 子 P,4 局 限 在 XAD 上 时 ， 也 满足 压缩 算 子 条 件 ， 因而 


P,A# X, ID ERETI S. üa, u, 分 别 满足 4 = Ahs 
u, = P, Au,, 于 是 I ` 
u,- u = P Aln- Au, 
= (P u,- P, Auo) + (P du, + Au), 

从 而 推 得 (3.5) 式 成 立 。 

在 实际 问题 中 ， HT 4 Hipi 以 满足 压缩 条 件 ， 即 条 件 
a <1 不 一 定 成 立 。 假定 H 为 洋 Hilbert 空间 ， 如 具 A H -> 
H 满足 x ; | 
14r- AISNE -ys keh WI<r, (3.6) 
(Ar- Ay, -ym zy [z]. ls<r (3.7) 
B m(r)>220, limrm(r)- co， 则 可 证 

rao 


定理 3.2 tA HH HERG., (3.7) R lim -E 


N(r) 
=, O< 0 <b MHR . 
Au= f (3.8) 
vfEH T3k-R D= 4z, z€ H, |z| <ry PEM 而 且 
其 投影 方程 
P, Au, = P,f . i (3.9) 
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v/c€H T X.nD E 若 记 uo us 分 别 为 式 
(3.8), (3, DRN 


-u< qh at= ul, (3.10) 


í: 
{ 


其 中 a= /1-2am(r) +at NIT), a, r 为 适当 的 正 数 。 
W 引入 与 式 (3.8) 等 价 的 方程 
u= B(a, f)u (3.11) 
其 中 Bla, fju=u-aAu+af, 注意 ， 若 取 r 充分 大 ，a(r)=a 
DOEN, F Bla, PERD 上 满足 压缩 映 射 条 件 ， 事 实 
上 ， 对 121<r, 4 入 rr， 利用 式 (3.6) 与 (3.7) 有 
.1B(a, fz- Bla, PUSA- 2am(r) +a N2(r))|= - |°, 
(3.12) 


而 且 还 可 推 得 mC <N (r HR ae (o: t) b a= 
V 1-2am(r) T a: N2(r) <1， 算 子 Bla, f) 为 压缩 算 子 ， XER 
az" en ， 则 当 r 足够 大 以 后 18(a, f)oj=ajdo-fi< (1- 


ar, 因此 存在 7 使 得 Ba, DC D, B) B(a, f) 8k D + 
自己 的 压缩 算 子 。 
应 用 定理 3。1 于 方程 (3.11) 便 得 所 要 结果 。 
作为 一 个 特殊 情况 ， 如 果 在 式 (3.6)、(3.7) 中 的 N(r) 及 
m(r) 对 任何 r 分 别 等 于 常数 N 及 M， 则 在 (3.12) 中 取 a € 


(o 2M ) 时 就 可 以 保证 pa, 亡 是 压缩 算 子 。 
例 3.1 考 虚 边 值 问题 


du 1 1 、 
一 十 u= cos u cos(z(z-1))+z(x=-1)-2, 
0<sxz<1 


u(0)=u(1)= 0 
N (3,13) 
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的 广义 解 ， 其 求解 空间 取 为 好 4(0， 1)， 内 积 定义 为 


(u, u) = f k S +w)dz, Vu, vE H$, 1), (3.14) 


范 数 定义 为 
lul} = (u, u) Vu C H1(0, 1), (3.15) 


与 线性 情形 一 样 ， 寺 述 微分 方程 边 值 问题 可 化 为 如 下 弱 形 式 ， 即 
求 u€E 3(0, 1)， 使 


alu, v)=b(u, v), vvEH(0, 1), (3.16) 
其 中 
a(u,u)= f de d +u. ojdz， (3.17) 


blu, ù) = f; ( + cosy = Loosi- 1)z)+z(z-1)- 2) 


vdzyu, ve H1(0, 1). (3.18) 


根据 b(u, VERR ERME u€ Hi (这 里 及 以 后 均 简 
记 Hi=H1(0,1)); bu, oE Hi 上 关于 v 的 有 界线 性 泛 函 
因此 ， 采用 例 2.12 及 $2.4 所 用 过 的 方法 ， 可 以 定 XAF B: 
H; -> H, 使 

(Bu, v), =b(u, u), (3.19) 


由 于 6b(w, v) 关 于 4 是非 线性 的 ， 因此 算 子 B 也 是 非 线性 的 。 
由 式 (3.14)、(3.17) 及 (3.19)， 变 分 问题 (3.16) 可 以 转化 为 


(u, v), = (Bu, u), (3.20) 
或 等 价 的 算 子 方程 i 
u= Bu, (3.21) 
因 |CBu — Bu,, v)i = ib(u, v) — bluz, 9)| 
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`V 


i 
[Sos y, — cos u,||u|dz 


A 


— — 


lh —w,|lo|dz 


A A 
N= s= t) 


lur- utilo > vo€ H; 


W v= Bu- Bus， 得 Bu -Buh <} lui - lo MIF B R 


压缩 算 子 ， 因 此 方程 (3.21) 或 (3.16) 存 在 唯一 解 u*€ Hi. RE 
H, Hi 是 有 限 维 子 空间 ， n€ N. 定义 正 交 投 E AF Pn 
Hi > Has Eih 


(u, v) = (Pats U) uE Hi, Vu€ H, 


又 设 P 2 D, FENER, ERG. 2 ORREN E 


ün = P, Bu, (3.22) 
也 存在 唯一 解 wwE H,. HAH 
a(Uny Vn) = b(u,, Ua)» u C€ H, (3,23) 


在 H, WAE- fg u HE uñ = us, 
对 于 一 般 的 弱 非 线性 变 分 方程 

a(u, v)=blu, v), u, vE H (3.24) 
Hoh H 23 Hilbert 空间 ， 其 内 积 及 范 数 分 别 记 为 (.， ) 及 4 
alu, u) H 上 的 双 线性 对 称 泛 函 且 满 是 连续 性 与 强 椭圆 条 件 ， 
BB. : 
i latu, v)| <æ jul- ivl, u, vE H, (3.25) 

a(u, u> P°|ju]2; “EH, (3.26) 
其 中 a, 有 为 正常 数 ， 而 bu, u) H EZÉ: 4 u€ H 
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国定 时 ， 它 是 H 上 的 线性 有 界 泛 函 ， 而 当 v€ H 固定 时 ， 是 是 
上 的 非 线性 泛 函 ， 并 设 满足 条 件 


[b(uo v) 一 bo EO — wl lol u u VEH, 
(3.27) 


这 时 ， 可 以 在 H 上 定义 新 肉 积 (4 OBR2B9Y76 3k I la 如 下 : 
(u, u)a=a(u, u) t, VEH, 
hula= vau, uws “EH. 
PA WAL 与 上 1 等 价 ， 因 存在 常数 o, 有 满足 
Blul<luls < alul, “EH. (3.28) 


根据 Riesz 表现 定理 ， 方程 (3,24) 在 新 内 积 (+，*) 下 等 价 于 
(u, v)a = (Bu, u), (3.29) 
其 中 算 子 B, H -> H 满足 
(Bu, v)4=b(u, u) u, vE H, (3,30) 
Rj u= Bu, ` (3.31) 


条 件 (3.27) 及 式 (3.28)，(3。30) 推 得 


1Bu, -~ Bu,|, <= lu — uz las 


Hib. 4 ô< P M> BEH 上 关于 范 数 | h 的 压缩 算 子 ， 因 
WRG. 3 (3.24) 在 H 上 存在 叭 一 和解 。 

假设 HaC H # amera n€ N. 5IAR ERET 
Pa, H > H,, 使 


(u, Un)a= (Pau, Vadas V us€ H,., 
利用 《*，*)a 的 定义 ， 上 式 可 以 表示 为 
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a(u—- Piu, Va) = Os x€ H,, 
故 P8 是 a- 投影 算 子 ， 从 而 方程 (3.31) 的 投影 方程 
Pin = Pa Bu, (3.32) 


可 写成 a(u,, Un) = a(DBu,, u). 而 a(Bu,, Va) = (Bu,, Va)a = 
bw Da)， 故 投影 方程 (3。32) 又 可 以 表 写 成 


a(us, Un) = b(ln Va), VUnE Ha. (3.33) 


最 后 ， 假 定 五 。 是 终归 稠 于 H 的 ， 于 是 根据 定理 3.1， 方 
程 (3.32) 或 (3.33) 在 Ha 上 也 存在 唯一 解 ua n€ N> 而 且 无 论 
Ella AELITA up — utn soy 并 可 得 到 相应 的 误 
差 估计 公式 。 

作为 定理 3.? 的 应 用 ， 我 们 考虑 下 述 形式 的 变 分 方程 

a(u, v)=f(v), vv€EH, (3.34) 

其 中 H 为 实 Hilbert ZH, au, v) 为 定义 在 H xH 上 的 二 元 
' 泛 函 ， 对 每 一 个 固 定 :的 u€ H,a(u, v) 是 关于 v 的 有 界线 性 泛 
Bs WHA AER alu, v) u 的 泛 沪 ( -- 般 是 非 线性 
的 )， 并 满足 连续 性 条 件 


Jalu, V) -alur o)| <M lu, -welalolsy 
Vu us € H (3.35) 
KIAM B| 3 ft- 
a(us u, — t) —a(us u — 4) Milu, — uals 
Yusu CH, (3,36) 
其 中 Mi M, 均 为 常数 ，f(v) 是 H 上 的 连续 线性 泛 函 ， 于 是 方 
程 (3, 34) 存 在 唯一 解 uw*€ 及 (对 照 (3.35)、(3.36) 与 定理 2. 12 
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的 条 件 , 这 一 结 沦 可 以 认为 是 非 线性 情形 下 的 Lax—Milgram 2 
理 )。 
假定 H c 五 为 有 限 维 子 空间 ， 投 影 算 子 Pau H >H,& 
正 交 的 ， 而 日 P, I, By 
a(u, Un) = f (Un) Vu,€ H, (3.37) 
也 存在 解 u CHa n€ N, KOH uk — u*, 
为 了 证 明 这 一 结论 的 正确 性 ， 根据 所 设 可 以 定 义 算 对 A. 
H > H ği 
alu, v) = (Au, v), YvE H, 
以 及 线性 算 子 K: H — H t 
f(v)=(Kf,v), ve€ H, 
从 而 方程 (3. 34) 便 等 价 于 算 子 方程 
Au= Kf, (3.38) 
它 的 投影 方程 是 
P,Au,=P,K f, u,€ Hn. (3.39) 
根据 (3.35)、(3. 36) 算 子 4 满足 条 件 


| Au, -ds Milu, -tulus Vu u,€ H, (3.40) 
(Au, — Au, u —u,)2> Milu, -uls Vu, u,€ H, . (3.41) 


于 是 由 定理 3.2， 方 程 (3.38) 存 在 唯一 解 ,而 且 其 投影 方程 (3.39) 
也 存在 唯一 解 、 并 有 有 估计 式 (3.10)。 

根据 算 子 4、K 的 定义 ， 不 难 看 出 ， 方程 (3.37) 与 方程 
(3.39) 等 价 ， 因 此 结论 正确 。 

假定 H, BEAR Pi Pos o Pa 所 生成 ， 又 令 近似 解 4 = 
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n 
È, Cs gr。 于 是 方程 (3.37) 可 以 写成 
(2 Ci Pis p) =f) i=l; 2, n. 


例 3.2 考虑 边 值 问题 
+. 2( ag) ðu, 


(=i ÒT; 


- —) = f(z) 
aay Sz) Gip 


u|,o= 0 
的 广义 解 ， 其 中 Q c R" 为 多 角形 区 域 ， p(O = ( 六 asa) 
í, 


rn 


+ 2 1 
2 器 ) EEDE Q ENRETA 888900, IE) 


是 一 个 定义 在 O x(0, +0) EWL 关于 z. £ 都 是 连续 
的 。 记 


n 
2 Ou Qu 
pu, v= > ay -二 - -一 

r 8 O57? 


p'(u)= p'(u, u): p()(u, u), 


1 (azr - iey é - É) > cb -6):>0 
CEEE), 
2° o<p< tsy <Q< +o, 


Š 


° ec 2 sË s: 
° [|amay-vaPnay|Sola-l, 


4° f(x) 在 人 上 连续 ， 
其 中 cus co py Q HOJER IH -WAQ D H-H), 
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并 定义 其 内 积 为 [us o] = | pu, obdz， 相 应 的 范 数 为 
o 


lui = (| Povar}. 


o 
显然 ， 这 样 定义 的 基数 与 H( Q ) 中 的 范 数 等 价 且 有 关系 式 
p®Xu +v, u-v)= p'(u)—- pv), ` 
|p (u, v)|< p(u)*p(o), 


| pu) - p(u)| < p(u- 2). 


《3.42) 的 变 分 方程 是 
a(u,u)= (f, u) VEH, (3.43) 
其 中 
_ $ [Í _ aa) ou Ov 
amos D | 98 Qm o GD 
Hof fod . (8.45) 
p 


我 们 可 以 定义 非 线 性 算 子 A: Hi > Ho 线性 算 子 K: 
L, > Hà 使 


[Au, v] = [la pO) (u, u)dz, (3.46) 
o 
[K f, v= | fawwas. (3.47) 
o 


因此 ，(3.43) 转 化 为 等 价 的 算 子 方程 


Au= Kf. (3,48) 
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现在 证 明 算 子 4 在 Hi(Q) EW 足 式 (3。.40) 与 (3.41)， 从 而 可 
用 定理 3,2 于 本 问题 。 为 此 目的 ， 设 4, vE Hi( Q), REAT 4 
满足 (3。41)， 记 


1 1 
oi=jzeo， a(z,p(u)) < a(z,p(9)) b 


=; 1 1 
afco, a hy > shy 


Le e) = apay POE daien 2 
a, 


FR [AG - Aw), u-v]o, 


I sz zL. = S = 

f (Z; p(9)) p® U, 4 一 2)dz 
É 1 
-Í ERTO pr(u—v)dz 


1 1 2 
+ (Cache ~ a dey) ae 


o 
-Í i p'(u —u)dz 
J oz, pC)) 


f CELOMO A 


1 1 2 
-| (aton ` am, a ho vas 


O 
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二 一下 u- 
>| apay -odz 


讨 人 š EPa) 


x p(u)(p(u)- plu)) dz 
全 
[Gera PUD- e puy) 


2 
x (pu) - Po))) dz 


ch ats y SD wo; 
J Garan PWD -ET PC) 
x (plu) - p(u))dz, 


同 理 可 证 
[A(Gu) - Aw), wu- o]a, 


Ded aiji 1 š 
>| (apay e-o- amay P-ro) 


Ú dr+ (azhar PD- CGI Pm) 
x (pu) — p(u))dz, 
H # #k2° 
[A(G(u)- A), u—-u]= [ A(u) - Aw), u-u]o, 
+[A(u)—- Alv), u -v]o, 


>Í p(p’(u-v)- (pu) - plv)) jdr 
Q 
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Gea PW- ta hy P€) 
x (p(u)— p(v))dz. 
RERE, 上面 不 等 式 第 一 ， 二 项 均 为 非 仿 ， 所 以 
LA) - Ao), u- v]>p | me-o)dz 
Q 


-p | p) - pw) yas, (3.49) 
Q 
[ AG) - Aw), u-v] 
p(u) __ ple) 
> 八大 PAJ ~ aE pO PO- pG) d: 
=s | (P0 - podz, (3.50) 
Q 


上 式 两 端 同 乘 以 p/c。 并 与 (3.49) 相 加 得 


[A(u)~ A(v),u —-u]2(p/c, +1)-! p | u -vde 
o 


> 一 ol = OL: 

Mu -vlt, M: p/(1 )>°. (3.51) 

了 现在 利用 2“，3* 证 明 算 子 4 满足 (3.40) 式 。 因 
[LACu) - AC), z]| 


z PIC) pÈ (vz) qz | 


-| J iv i ee 
o 


<|| (hy ~ abe ) pes az | 


a 
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+ v. odz | 


| 
<(J 
o 
x (| rar +Qh -ohlalh 
(的 ~ r+ amao ) °= Y 
x |z + Qlu ohh 
[lC ned py acy ) a Piet, 


*[{( HE ya x Jizn: +Qlļu -vh izl 


<c [| |a 


A 


a(z, ko Teo P T 


| 
( a(z, p(u)) by a bey) ds y 
f 
0 


A 


dz }Ë 121, +2Q1u -oh lh 


<(c, [u -vli +2Qlu -vl Dizi 
<Mlu -vl zl,, Mi =c, +2Q>0. (3.52) 


再 令 z= A(u) -A(v)， 可 直接 推 得 算 子 4 满足 ( 3.40) 式 ， 

如 果 假 定 HCH 2) 是 有 限 维 子 空间 且 (H,) 终归 称 密 于 
及 8(Q)( 类 同 于 上 一 个 例子 ， 据 此 可 定义 两 种 内 积 意 义 下 的 投影 
算 子 Pa Ph: Hi (Q)—>H, 都 是 正 交 且 点 态 收敛 的 ，。 那 末 根 
据 定理 3.2 得 知 方程 (3.43) 及 其 投影 方程 g(ue，zs) = (f, va)， 
VE 百 。 都 存在 唯一 解 ， 而 且 投 影 解 收敛 于 (3.43) 的 解 ， 
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3.2 全 连续 算 子 方程 的 投影 解 


非 线性 算 子 K. X— X 称 为 全 连续 ， 如 果 K 是 列 紧 的 而 
且 是 连续 的 。 
显然 ， 当 K 是 线性 有 界 算 子 时 ， 列 紧 算 子 与 全 连续 算 子 的 
概念 是 一 致 的 。 
这 一 节 讨 论 形 如 
Az= Kzr+f, 2+0 (3.53) 


的 方程 的 投影 解法 , 其 中 K, X- X Atk, JEX. KER 
出 ， 如 果 定 义 Kt=A! (Ke+ f), 那 末 (3.53) 便 化 为 
Kz = z, (3.54) 


因此 ， 求 解 (3.53) 就 转化 为 求 K 的 不 动 点 。 为 简便 计 , 我 们 直接 
从 (3.54) 式 出 发 讨论 K 的 不 动 点 及 其 相应 的 投影 算 子 的 不 动 点 
的 有 关 问 题 。 
cc ac 
定理 3.3 4K, K: X>X, K, —K X K,— K, X 


ERREI — B AR HD CDC X, i 
Sa = {Ts: z,€ D,, K pla = Tats 
S={r:r€D, Kz=7}, 


则 {5s}d 列 紧 , {Sa}*CS H SaS, XUR SAD, YENC 
N, MJ S= G, 


证 因 K, >K, KAKA EIE, FEHLEN 
{Kwzad - 列 紧 ， 所 以 集合 列 {S 也 是 d- NK, XA K, >K, 
129 


故 任 取 z, C€ S, 且 nE X I K,z= Kz, Kz==z, HB T 
1S,*cí(D, *cD, Ais z€ D, @ z€ S. T/s1S, "CS, F 
用 定理 1.1 知 S,—S. 

假设 S+, YnE€ N'。 因 为 SS， 因此 3 关 好 ， Yr 
得 证 


现在 转 到 讨论 (3.54) 的 投影 解 ， 首 先 我 们 指出 ， 如 果 p. 
I; K; X>X, ii " 


P,K Š, K<> K 是 连续 的 。 (3.55) 
事实 上， 如果 K 连续 ， 则 zz 推 得 Ka Kz, 因 P,—5 I, 
从 而 P,Kz, > Kz, 反之 ， 如 果 有 已 ,多 >K, WER, S 
P,K 也 反日 {P,K} 渐 近 连 续 。 利 用 不 等 式 
Kz- Kz, |<l|K<x-P,Kz|+IP,Kz-P,Kz,l 
+|P,Kz,—- Kx,]; 


当 rr (n>), H4 Kz- Kxo ERE. 


重复 第 二 章 (2,159) 一 样 的 推理 ， 有 
P, I, 列 紧 一 > {PK} 族 列 紧 ， (3.56) 


显然 ， 如 果 K 为 连续 ， 则 对 于 任何 aC N, P,K 也 连续 ， 
因此 ， 由 式 (3.55)，(3.56) 得 


P.I, K 在 连续 = p, K >K, (3.57) 
ac 
因而 有 PK -< 上， 于 是 有 下 面 的 定理 。 
定理 3.4 设 K, X- X 全 连续 , P.S T, 若 记 
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S= (r€ X; Kz=zx, |z|<r), 
Sn= Åp E Xn: P,Kas = z, |En] <r}, 


其 中 ”为 某 一 常数 ， 则 {5S,} d- 列 紧 且 Sr >S. XE St 人， 
vyn€ N'CN, MSAD. 
定理 3.4 说 明了 当 n 充分 大 以 后 ， 算 子 P,K 在 X, LAR 
动 点 时 ，K 在 X 上 也 有 不 动 点 ， 而 且 已 ,K 的 不 动 点 集合 收敛 
于 K 的 不 动 点 集合 。 
下 面 讨论 在 什么 情况 下 ， 算 子 P,K 存在 不 动 点 。 
it r>0 为 某 一 常数 ， 记 
B, = íz, z€ X, |=] <r;, 
9B,= z, z€ X, |z] = ry, 
HREH, H. Hin, Hin 分 别 为 
H: IK+|<l1z], z€ 9B,, 
H, Kz=hr,4>0, z€ 0B,==>4<1, 
Hin: PaK Enl <itnis z,€ ðB, N X n 
Hans P,Kz,= Az, 420 2EB- N X,=>4<1. 
显然 
H = H., H ,=> Hin. (3.58) 
正如 前 面 已 经 指出 ， 如 果 P, 是 适当 的 函数 空间 X 上 的 分 片 线 
性 插值 投影 或 是 Hilbert 空间 上 的 正 交 投 影 ， 则 1Ps4 入 1， 所 
IP,1I<1,H,=>H, =H, (3.59) 
引 理 3.1 设 K 是 连续 的 并 且 H i, 或 Hon 成 立 ， 则 存在 za 
使 得 
P,.Kzx,=z,, z,€ X ns ITa] Kre (2.60) 
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证 引入 收缩 算 子 


z Iz[<r 
» UE X, 
REN Y (3.61) 
Tr’ {zis>r 
并 定义 算 子 了， 久 , 一 六 ,为 
Tz=RP,Kx, z€ X,. (3.62) 


由 于 P,K. n€ N 在 X, LAS AET 也 是 连续 的 且 映 Bf 
X 于 B, X,, JI Brouwer 不 动 点 定理 , 存在 z,€ B,N Xa 
7zn=zn。 因 此 


RP, Kip = tn z,€ B,N X,. (3.63) 
假如 IP,Kz,| 之 r， 则 由 式 (3,61) 及 (3.63) 得 
P Kipa -He 人 zl rw jat = r, 
这 与 条 件 Hn, Ha 矛盾 , 故 1P,Kz。l<<r。 再 次 利用 式 (3.61)， 


由 (3.63) 推 出 (3.60) 成 立 。 
引 理 3.2 假设 K. X-X 是 全 连续 算 子 ，P, > I, WE 
定 H, 或 H, 成 立 , WJ H,, 当 n 充分 大 以 后 成 立 。 
证 如 果 引 理 不 真 ， 则 存在 z, 和 ¿, n€ N' CN 使 得 
P Kz, = ,Ta Tn€E ÒB, N X ns 1,21. (3.64) 
因为 P, 和 K 均 为 有 界 算 子 ， 即 映 有 界 集 为 者 界 集 ， 因此 存在 
常数 cy IP,K=,|<c, 从 而 


1<4, <$, n€ N 
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推 得 存在 NC N 以 及 4 使 得 4,>4, nE N 3: B A>. 

XAH P, >I, K RIRN, 故 存在 VEX 及 NC NIE 
得 rrEoB.f Xw PKzn->y(nE V2)， 再 由 (3.64) 知 ， 当 4 一 
4>1 MOEN Oit z = S sar 并 日 因 为 KK 是 连续 的 便 
有 

Kz=Ar, A>1, z€oB,. 

这 与 条 件 H ,. H. 才 盾 ， 因而 引 理 成 立 。 

利用 引 理 3,1， 引 理 3,.2 及 定理 3.4 便 右 

定理 3.5 K: XX ANR, Pa I, KEH RH: 
成 立 并 记 

S={r; z€ X, Kr=z, |z|<r), 
S,= (z: z,€ X,, P.Kz,= za lz,|<ry, 

则 当 n 充分 大 以 后 , SaD HSS, SHO. 

定理 3.5 反 映 了 在 适当 的 条 件 下 ,可 以 保证 近似 算 子 PaK 的 
不 动 点 存在 ， 其 聚 点 按 集 合 收敛 意义 下 ) 便 是 原 算 子 K 的 不 
动 点 ! 然而 定理 3。5( 或 与 之 相应 的 定理 3.4、3.3 ) 并 不 能 断定 
K 的 任何 不 动 点 一定 是 PsK (或 K.) 的 不 动 点 的 聚 点 。 WER 
们 再 附加 一 些 条 件 ， 并 应 用 算 子 旋转 量 的 概念 ， 就 可 以 使 上 述 问 
题 得 到 肯定 性 的 回答 。 为 此 目的 ， 我 们 在 下 面 不 加 证 明 地 叙述 一 
些 在 关 旋转 量 的 性 质 详细 地 论述 将 会 偏离 本 讲义 的 目的 )[16]。 

设 Q 为 实 Banach 空间 X 上 的 非 空 有 界 开 集 ， 丁 为 其 边 
Fo K, Q>X 是 全 连续 算 子 ， 则 称 


@(z)=z-Kzxz (3.65) 
为 8 上 的 全 连续 向量 场 . 
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每 一 个 在 边界 T 上 无 零点 的 全 连续 向 量 场 (z) 均 存在 一 
个 与 它 相 对 应 党 整数 ， 并 你 之 为 向 量 场 到 (z) 在 T 上 的 转 旋 量 . 
证 转 量 可 能 是 正 整 数 ， 也 可 能 是 负 整 数 或 零 ， 并 记 之 为 (三 ) 或 
I-K, T). 

性 质 ! 设 QCN 为 有 界 凸 集 ， 算 子 K, QX 全 连续 ， 
KDC H KET ARH My - K, T)= 1, 类 
fb, q X Jë Hilbert 空间 ， Q 为 以 0 为 心 的 球 并 满足 条 
fEC(Kx,z)<(z, z), LED, W| y(I- K, T )= 1. 

性 质 ? JR (a) 在 P 上 无 零点 ， 而 且 (z) 的 旋转 量 y 
(I-K,T)=0, MJ K 让 Q 内 至 少 有 一 个 不 动 点 。 

SEF KG, z): [0, 1]x 厂 >X 称 之 为 全 连续 的 ， 如 果 它 的 
值 域 在 X hgg im ilə: FO, z) 连续 。 两 个 在 2 上 的 全 连续 
HRU -Ke ji z- K.z 称 为 在 T LAR, 如 果 存 在 全 连续 算 
T KG, zy, Bu KO, z)*#z, VitE[0， 1 ZE 六， 而 且 K(0， 
r)=K*, K(1, z)= K z, yrET, 

性 质 3 Er lJ|fe1 418564 BIL 的 旋 SR. 特 
别 , w T. K 为 人 8 上 的 怎 连续 算 子 ，K 在 厂 上 没有 不 动 点 ,并 
H. 


sup[T-|< infl[z- Kzl, 
zer zer 


则 py (TIT-K,T)=y(T- K=-T, D). 

性 质 4 如果 z. 是 到 在 Q 上 的 孤立 不 动 点 ， 则 在 以 2。 为 
由 心 的 任 音 充分 小 的 球 焉 上， 其 旋转 量 为 常数 ， 并 称 这 个 常数 为 
不 动 点 指数 ， 如 果 K 在 2 上 的 所 有 不 动 点 都 是 孤立 的 , 而 且 在 
T 上 没有 不 动 点 ， 则 在 Q 上 的 不 动 点 个 数 是 有 限 的 〈( 记 为 zi 
22 e> DWE DOT 上 的 旋转 量 等 于 zi， zo + Z, 上 的 
不 动 点 指数 之 利 。 

ERES 和 如果 z. 是 大 在 人 上 的 不 动 点 ， 而 且 全 连续 算 子 
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`. 


K fr z; tifi Fréchet 导数 KK'(z,)。 设 线性 算 子 I— K2) 是 
TROI 不 是 玉 /(zh) 的 特征 值 , 见 (4.1))， 则 z, 是 孤立 不 动 
点 而 且 其 指数 非 零 ( 具体 说 来 ， 其 指数 等 于 ( -1)2， 有 JK (aO 
的 大 于 1 的 特征 值 的 重 数 和 ) 。 

定理 3.6 设 KK，BC-XX> 久 为 全 连续 算 子 ， PrI, 其 中 
B AHRR. Kr+r, vz€Ə9B, y(I- K, 9B)#0, iü 


Sstt Krss z€ By, 
Sn= {rn: P,Kz,= z, Tn€ BN X, 
MSAD, WE4ífë na 使 n2n, W SaD, S,—S, no, 
证 RRR, S#Ø. XW P,2>1, Bei 
sup |P Kr- Kz|—0, (3.66) 
ZE2B 
记 a= dnf lr ~ Kal. TR aD, MER, E ZT,€90B,n€N 


使 得 zs- Kans n>, AK 为 列 紧 ， 故 可 以 认为 Ka,->z2, 
zE0B。 同样 z 也 是 z, 的 极限 ， 即 z=Kz, z2E 3B。 此 与 假设 
矛盾 


设 sup IP,Kz- Kz |< n>n, F n>n 时 
ze2B 2 
inf jz- Krz|> snp IP Kz- Kzl 
re2B 了 EDB 
因 inf |z- P,K=z|2> inf jz- Kz=| -sup |P, Kz- Kz] 
TE€2B TE?B TE?B 
> >0， 


利用 性 质 3 得 pU - K, 9B) = p(T - P,K , 9B)= 0, 由 性 质 2 得 
NU n>m 时 ,方程 P, Kz = z 在 B WHR z,C B. XAP, Kz, € 
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X, 故 z,€ Bf Xn SrA MHAE. 4 S,—S. 
特别 ， 若 K 的 不 动 点 是 唯一 的 , 它 必 为 近似 不 动 点 的 极限， 
类 似 的 结论 ， 对 于 孤立 不 动 点 的 情况 也 适合 . 


现在 转 HAT 天 有 孤立 不 动 点 时 ， 其 近似 算 子 PoK 
的 不 动 部 唯一 性 及 相应 的 误差 估计 。 基 本 结论 为 定理 3.7， 


下 面 先 证 明了 两 个 引 蛙 。 


引 理 3.3 Uy K, XX 企 连 续 , P D, z, 是 K 的 孤立 

不 动 点 ， 此 外 又 设 z. 有 非 零 不 动 点 指数 ， 则 对 任 一 充分 小 的 roy 

存在 入 (ro), 使 得 n>N Crott WF PaK # X, Bito ro) 内 

至 少 有 一 个 不 动 点 
证 假定 在 

B(z,, rn)={z， z€ X, [z -z,1<r,y 


cc 
内 除 zo 外 算 子 K 再 没有 别 的 不 动 点 , 由 于 PK 一 > 天, 因此 由 
定理 3.3， 对 于 每 一 个 r(0<rsro)， 存 在 N(r), 使 得 n2ZN(r) 
Bb PaK 在 集合 


Dlzos r, ra) = (z, z€ X, rs 和 iz-zol 和 mn} 
! 


没有 任何 不 动 点 43,6 证 法 一 样 ， 可 证 得 T~PnK 与 了 - 
K 在 B(z. 广 的 球面 上 和 相同 的 旋转 量 ， 因 而 在 球 
Blaty r)= (z, z€ X, lt- zl<r} 

中 至 少 存在 - -个 不 动 点 z, = PpK Eu z,€ Xa NBCs r)， 特 别 当 
Ir =r, 时 推 得 当 n>n, 时 PaK EXN BCE r) 也 存在 不 动 
点 ， 故 引 理 成 立 。 

引 理 3.4 如 果 K 是 X 上 的 列 紧 算 子 ， 而 且 在 z, 处 的 
Frichet 导数 KK‘(zo) 存 在 ， 则 天 “zu) 也 是 列 紧 的 。 

证 根据 Fréchet 导数 的 EX MHR)» 知 天“(zo)6E 
L(X), 


P ~ 
‘9 o 
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“u 


K (+h) - K(2,) = K'(za)h + Olo h), (3.67) 
其 中 
lo(z, h)| _ 
m hl =0,h€ X. (3.68) 


uN 
记 B 为 一 单位 球 ， 如 果 Kz。) 不 是 列 紧 的 ， 则 REJA 不 列 
紧 ， 于 是 可 以 找到 5>0 及 一 列 元 素 MEB IEN, Wi 
PK’) hs -hlds itj i jEN, 
内 (3.67) 式 ， 存 在 p>0, Ih1<p, 
IKG, +) = KG.) = K'(zOh1<-9- pah, 
从 而 o I 
IK(z, + phi) -K tx, + ph;) | 
Dpi Kz Oh, —- K'(x,)h;] 
= [K (z, + phi) — K(z,) — pK'(z)h,] 
=- IK (z, + ph) = K (20) = PK'(&a)hal . 


>P >o, itj WIEN. 


这 样 ，{K (z+ phs)}，iE NN 不 可 能 育 收 策 子 列 ， 因此 KER, 
列 紧 算 子 ， 这 一 矛盾 导致 引 理 成 立 。 ` a 

BAI tK XX 全 连续 ，Pu 二 >7 B 
à AKCz) 有 MGzoy r)> zÉ B(z.s r), Kr (8.69) 
其 中 BC, NR n 为 中 心 ，r 为 半径 的 球 ， MCz, DÄI A 
E r 有 关 的 某 一 常数 又 设 z 为 K 的 不 动 点 , 并且 I- K's) 
的 逆 存在 ， 则 z, 是 K 的 孤立 不 动 点 且 指 数 非 零 。, 此 处 ， 存在 
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0<e<r ln, = n,(e)>0, 使 得 当 n>m, P, K E Xn NBE, e) 
中 存在 唯一 的 不 动 点 zs， 而 且 存 在 B 使 得 
lz — za SPIP, E- zol. (3.70) 
证 根据 所 列 的 旋转 量 的 性 质 以 太 假 设 条 件 ，zo 为 孤立 不 动 
点 且 有 非 零 指数 ， 叉 由 引 理 3.4， KK 人 (x,)EL(X) 是 列 紧 算 子 ， 
因而 由 (3.57) 式 PK'(z,) -> K'(z,) 。 根 据 假设 [7-K 天 / 
(zo)] 天 存在 霹 日 有 界 ， 从 而 由 定理 2.5 知 ， 当 ”充分 大 以 后 ， 
[I - P, KEDI ELX)» HIEI- P.K’) Se, n>n, 
其 中 c HAR XH(3.69): HF 0<e<r, 
1P, K (%0) - P.IK'(z)1<|P,.lIK'(z=,)- K'(2)] 
i SM (a €)€, NEN, TE B(zo e), 
其 中 1PJ<5. Jee 足够 小 ， 使 
ÔM (ze, 5)e< 而， (3,71) 
则 对 所 有 TEB, e)> n>n, 
IP,K'(z,) - P, K'(2)1 < PK EIT 


由 定理 2.2 知 ， 此 时 (7 - P. K'(z))" 存在 ， 而 且 
I - P,K'(2))]<2c, n>m, TEBE €), (3.72) 


另 一 方面 ， 由 于 x 是 K 的 孤立 不 动 点 ， 而 且 有 非 堆 独 坑 ) 从 
而 由 引 理 3.3， 当 n 充分 大 以 后 《例如 之 hm )， PK 在 
Xa NBCs e) 中 至 少 存在 一 个 不 动 点 zs。 对 于 z€ B(z, 2) 和 
n>n, 


2- P, Kz=[I - P,K'(z,))(z = z,) 
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-[P,KG) -P,K(z,) - P.K'(z,)(z—z,)1, 
利用 Frtchet 导数 的 一 般 估 计 式 ， 对 zE B(z e), 
IP,K(z)- P,K(z,)- P,K'(m,)(z— z,)| 
<l [2-2] Mu, e), 
由 式 (3,72) 有 
1z- P,Kzi> [zs Maa, oJis- za, 
n>n, TEBE, €). 


由 式 (3.71) 得 知 PK 在 XN B(z,, e) 中 的 不 动 点 是 唯一 的 ， 
现在 证 明 估 计 式 (3.70)。 由 于 zs= P. Kz z,= Kz 故 


LI = PaK’ (20) (2 -z,) = K(z,) — PK(z,) 
-[P.K z.) - P K (z,) - P,K'(z,)(z, - z4)] e 
LAB RpILI - P,K'(a,)]", 则 当 n>n, 时 
Ho- Ta] <c(IK(z,)- PK(zo)i 


Pi ÊM o eyja- alh, ` 
e||K (z) = PK (zo)) 
lz -zl IC TeóM (z e72J|ze— zl : 
ZE c, ô, M 都 是 常 效 。 由 式 (3.71) 知 cóM(z,, e) |z, -zl 过 
eóM(zo e)e< 士 。 t 


lz, a-a <EclK(z) -Pp, K(zo)l 
<ç = Potel, n>n 
8 ° sols le 
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R P=, WARG. TORN. 

当 算 子 的 可 数 性 费 求 降低 人 时， 我 们 可 以 证 明 下 面 药 结果 。” 

定理 3.8 设 K, XX mR P P r 且 满足 条 
H RH, NJE z 及 P, Kz, =, 当 n>n ( n, 为 革 
ER) TIR B, 内 ] UZY z. € B,, z, € B, n 
Xn). F z, R. Kz=x # B, i :一 解 ， 则 任何 解 序 列 {zw} 均 
WAK z. 3 KHE ze Rk Fréchet Pik KUIVA APU ~ 
K'(za) PEN, 有 有 误差 估计 式 


lz 一 zs 一 <l, l Paiz zal zl, ， e 873) 


其 中 e, M 为 党 总 022 0 Giso 1， I 
证 EMET 由 定理 3,5 推 得 ， 因 此 只 希 证 明 估计 式 
(38.73), i 5 
由 于 线性 AFI- KGT K "Cn) 久 是 全 连续 线性 算 子 ， 
因此 存在 有 界 的 (7 -KD ELX), MAES, Hn 
充分 大 以 后 存在 有 界 的 (了 RK 和 25)) "ELC ER 
lQ mPa KE) Es n, (3.74) 


其 中 e, m 均 为 常数。 
由 定理 的 前 闪 部 , A= Kas. P. Kx, Et 则 z,—z,(n— 
o), i K'O, A 


Km K(z, + (z, Lap kat KD 
+@(Z Ta- 1), ` i 


其 中 o(zoy z, —z,y= 9Gj*, -zd)y 即 


lo(ro ,Tn — To) | 
人 


pi 


IK=z,—- Kro-K’ C (ra) (g a 二 xy 


[z,— zo! N 
(3.75) 
因此 z, -z= PaKa,- Krs T : $ Š OR D 
>P „Kio Kx sP K (Be) (Kn - z) a n 
H Paaa, etm o ta 3 


tr- P K) Ea) = Pin Sma Pdi M). 
设 IP.I<M, 利用 式 (3.74) 得 
Iz, Tale Pr a. I+ oilotm ,| 


s: 人 


<e ]P,z. -zl Feio Is, 


Gine Toll 
ceM iy e E 


例 3.3 考虑 积分 方程 


故 lz,-x,| < 


l s" 
n = feas 5 KODAS tat, (3,76) 


A) s š ` ri 

其 中 klt, sa) 是 [0 1] x [0、1] x( sN EL TTA 
WIB. h(t, ss u)| <+ Aju] t, aiy 共 中 SA, A 均 为 常数 。 
因此 Ypueos 算 子 K, i 二 baua i 


1 Yt 
Kut) = | ke, S, 453))ds na G. 77) 


是 映 CL0, 1] 于 自 寻 的 IAURT, masti. 又 设 
g(bEC[0 1], il Tu=K “于 是 式 (3.76) 又 可 写 为 算 子 
形式 u= Tu, BR, T, CL0, 1 一 Cr0 1147385, 而 且 

: D, 
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从 而 存在 ">>0， 使 
H7u|<lul, lul=r, (3.78) 


这 样 的 算 子 T 满足 条 件 H.. NE f 
E X=C[0, 1]， 式 (2.24) 中 的 ei(D，i= 1， 2, = 3338 
函数 (a =0，b=1) 生 成 子 空 Xa [ey eÈ), s eA] 
C[0, 1]。 显 然 ， elt) =Ó, 1<i j<n, 其 中 0=t,<t,<-.. < 
t=1 分 [0, 1] 为 n-1 等 分 ， 对 任 一 个 EX， 它 在 X, 上 的 投 

影 定义 为 ' 
Piz= Sateh, ` (3.79) 


显然 ， 投影 算 子 P,。 久 >。 就 是 分 片 线性 插值 投影 ， 这 时 式 
(3.76) 的 投影 方程 的 算 子 形式 是 

uo = P,Tu,, u,€ X, : 
而 其 积分 形式 是 f a 


walt) = | Pau, ss uals))ds + Pag, (3,80) 


其 中 P,k(t, s, u(s)) Rl t 为 变量 的 分 片 线性 插值 投影 ， wm(t) 
A elt) i=1,2, = n 的 线性 组 合 ，P.g 由 式 (3.79) 给 出 。 根 
据 (3.78) 及 (3.59)， 算 子 T 满足 条 件 H,, Hw Hu 应 用 定 
还 3.5， 方 程 (3.80) 当 充分 大 以 后 存在 解 而 县 其 解 的 ' 疲 限 即 为 
(3.76) 的 解 。 

事实 上 投影 方程 (3.80) 是 一 个 非 线性 代数 方程 组 ， 因为 若 


uC) = È cet) 《3.81) 


设 


为 (3.80) 的 解 时 ， 由 (3.81) 及 (3.79)， 方 程 (3.80) 便 化 为 非 线性 
代数 方程 组 ; 
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Ci— Ri(ciy Cog = Ca) = U), t=1, 2 h, (3:82) 

其 中 Elene) =K). L82 el AG. 81) 

ERRIME u). in KUORE EEA, m I 
Kulti) = Da, s, wds, 


一 般 说 来 是 难于 用 分 析 形式 算出 的 ， 因而 不 得 求助 TAAR 
分 。 存 实际 计算 中 ， 采 用 分 片 插 信 函数 记 检 稚 故 积 沿 数 米 构造 求 
积 公式 也 是 数值 计算 中 常用 的 方法 之 一 。 就 本 例 情形 ， 可 以 用 


1。(z) -5 wiz(ts) (3.83) 
作为 积分 CR : 
TD) = | aya), z()CC[ 1 (3.84) 
的 近似 公式 ， 其 中 
s= fesat, j=l2y es n, © © > 03.85) 


ex( 人 为 X, 上 的 RRA. 因为 {Xw} 终 归 8 X, 所 以 由 定理 
1,2 推 得 vzE CL0, 1]， 有 7T,(z)-7T(z)。 因 此 ， 若 令 积分 播 值 
点 S =t 时 ， 便 有 


Ku,(ti)= È wykltis S; u,($7)) 
= 
" n v. 
m È v(to Sijs È ceso) 
= È klti sp ep, (3,86) 


此 时 ， 式 (3.80) 或 (3.82) 便 转化 为 
- È wkis Sp cj) = gti), i= 1,2, =, n, (3,87) 


JA 63.87) c, 代入 (3.81) 便 得 近似 解 。 
值得 指出 ， 由 于 采用 了 近似 积分 公式 代替 Kults, 所 以 
(3,87) 实 际 上 是 扰动 了 的 投影 方程 ， 即 (3,87) 是 由 方程 


ult) = PaT ua(t) + S,u,(t) (3， 88) 
取证 (ri; 2，…， 的 值 所 建立 的 非 线性 代数 方程 组 ， 其 中 


Ses z P (Ë ujkü, sp ws) 一下 kb s, ETAN u 


AS, Šo, XH K 是 一个 列 紧 算 子 ， 因 此 从 例 1,15 得 知 ， 


{S,} 是 族 列 暴 的 且 S. 0 。 共 于 这 -分 析 ， 不 难 证 明 当 n 充 
分 大 以 后 ，(3.88) 也 有 解 ， 而 且 它 的 解 wO WEF KI 
解 。 ' 
事实 上 ， 当 取 XAK, ÉE , 
Qulu) =u- P Tu, Pua (u)=u- P, Tù- S,u 
在 球面 98,fi X, LE, 其 中 > 为 式 (3。78) 所 示 的 洲 径 ， 为 
此 、 只 人 须 证 明 
PA, 2)= (1-A)P,Tu+ÀA(P,Tu+S,a) ` 
= PaTu+ASu, 0<4<1 


ZELO, 1] x (OBrO Xa) LWE (A, z)#z, 如 不 然 ， 存 在 (入 ， 
z,)€[0, 1] x (98, n X), tE Øs zi =z， 于 是 


0 = Iz, = P,Tz,- A,S,z,[ 
>]z,- PaT Eh AlSsrol. (3,89) 


H 7 满足 条 件 H, CL (3.78)). Hi, Hal 见 (8。 59), I: 
此 jz。- P,7zol>>g>0， 从 而 由 式 (3.89) 得 
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ISto >g/4>0 AO. 
由 于 S,r>0, MUNNER SERTE, 这 一 矛盾 推 得 
@,,(u)5 @,,(u) 3 n 922 KIN E SR 9Br 着 ,上 同 伦 .由 83.2 
BB 1 AEM SARC. IDRE YR o n h 
RENTAN, S0, X 由 式 (3。 DPT <S, sis 

T, :从 而 由 定 再。 3 旬 收 敛 性 晴 果 也 URM. š 


3.3 Rr 
ERIRE ` l W 
Sag "Q, : zc I 
的 算 子 护 程 的 投影 解 六 ! 鞭 让 性， 和 -af REANEMDAF, 
SEERIA- HE Bob M RIEK Me 


Wu akar p 
i A. An X--Y, y C€ Y, g CX. 
=> x. t. e te hr eà 


(3.90 


一 引 更 3.5 2; Aa AC 离散 地 > , 则 


APA s z€ Xn Ah > y 
=> {7T,}* Z 日 Arz=y, yekti 


JE DDD. E Wm nn, Dont, 2E X, 
B. Azet Wini 2 2, BIME- Waya, BETE 
tet, MEETA, n€ N c N, mor, 因为 A, Ay 
从 而 At, Az, n€ Ñ” Cn->eo )， 由 极限 的 唯一 性 知 Az= v, 


如 果 A AC), B. BCX, UB, 
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定理 3.9 


有 界 ，{B,}*CB B uv, i 
S= íz, z€ B, Ar=y}, 
S,=(z,: Tn€ B,, z,€ X, AE,=V, ` 


则 {S,}d- 列 紧 ，{SujscS H SS. MR SAD C 5 n€ N 
: cN), WJ S=@, 

特别 情形 ， 可 取 B, = B, Wy. 

证 因为 UB, 是 有 界 的 ， 因 此 US 也 有 界 ， 由 引 理 3.5 推 
得 {5,}d- P|. 因为 {8,}*C8， 由 引 理 3.5, vzE15,}* 得 XE 
S, 即 {S,}*CS. 

由 定理 1,1 知 5,->S， 又 由 式 (1.9) 可 以 证 明定 理 后 一 部 分 。 

一 般 说 来 ， 正 规 算 子 4 的 算 子 投影 列 并 不 一定 正规 收敛 于 
Q, 肉 此 ， 本 节 我 们 将 要 讨论 一 些 特殊 的 正规 算 子 方程 的 投影 
解 : 例如 单调 算 子 、 具 有 列 紧 扰动 的 单调 算 子 以 及 具有 列 紧 扰动 
移 还 缩 算 子 ， 附 加 不 多 的 条 件 后 这 些 算 子 的 投影 算 子 列 具 有 正规 
收敛 于 原 算 子 的 性 质 。 


` 


3.3.1 单调 算 子 方程 
BE X 是 自 反 实 Banach 空间 ， 因 而 X = X%, XREN 
+ Pu XX 满足 ,了 > I, Wi dim X,< +=, P, M3 
投影 算 子 PY 由 
(Pty, z) =(y, Pz), z€ X, VEX* (3.91) 
所 定义 。 因 为 IP = 1P,1， 因 此 由 P。 卫 > 7 推 得 (PP) 一 致 有 


界 。 
如 果 X 上 的 投影 算 子 Pa X- X, MERR: 


RCPJSRP)， N(P,)ƏN(P,. i) (3,92) 
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飞 例如 大 BRATAN BE Banach E > BKP i 


I* 的 结 semah P, 5 I 推 得 。 为 了 说 明之 上 我 们 注意 ， 
H (3,92) TH i ' Y LDH 


UX, = URP, „=X, i PNP: =0.: “ (3.98) 


对 任 一 -条 全 SEX EX SC X°, 
Se €Z, 人 zy=0zES U ` (3.90 
BA S= X 的 充 要 条 件 是 S+=0*。 类 似 地 ， 如果 Sc X°, 也 


WDDEX St, IT X = X**, Pr S = XX* 的 充 要 条 件 是 S+ 
=0。 又 根据 代 (3.91) 及 (3.92) 得 


. R(P2)=N(P,t, ‘N(PE)=R(P,):, ' (3.95) 
dim R(PH)<+o0, R(PDC R(P,t.), : 

N(P#PYəƏN(P,t,), ， ` (8:90) 

-URP =X*, QNP =0*, j (3.97) 


FEH g€ R(P*)Gn2m)lt, P*tu = P*u =u, 从 而 
Pay*y, VYERPR), m6€ N. 


由 此 得 
P3-LI*(n—=eo).. (3,98) 
由 以 上 情况 ， 方程 (3,90) 的 投影 方程 是 
Pi Ar, = PRY, z,€ Xn. (3.99) 
由 式 (3.94) 及 (3.95) 知 


Pa Ax, = Pru (Az, -Ys 2)=0, vz2€ X,, (3.100) 
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s PaAI, =PiY, z,€ X,=> (Az, -Ys Tn) =0。 (3.101 
作为 定理 3。 9 在 此 情形 下 的 具体 形式 是 


“a by 


定理 3.10 如果 P;43 AC 离散 地 ) B Play : 
Q... S= {rz:Ar =y, Iz1<r}, ; 
S,=(z,: PA Az, = PRY, Jz,1<r, z. € X.) 


其 中 + 为 常数 ， 则 SS, 又 如 果 S. @, 当 Sm, W S * 人。 
` Er A: XX 称 为 具 HAN a HARNNF, 如 果 
(Az, 一 As > - >Ë, . 5, (3.102) 
a>% v. zu r€ Ke: 
AR 如 果 算 子 4 是 强 单调 的 ， 则 方程 4z = 单 最 多 只 有 一 个 
解 . , w 
如 果 4 是 Hilbert 空间 上 的 REE EAF, 那 末 算 子 4 
钥 妮 强 单调 的 。 非 线性 的 强 单 将 等 瘦 与 线性 正定 算 子 具有 很 相似 
的 性 质 ， 在 例 1.4 和 例 1.17 中 我 们 见 到 正定 算 子 是 正规 的 。 而 且 
MIET REIESE YTE U HARAT 也 有 类似 性 
质 ， 下 面 将 论述 这 点 。 
引 理 3.6 A: X--X* 强 单 调 ， 则 4 53 
证 maza RILIAz,Yd- 99, HF X 是 自 反 Bana- 
ch Si, AHE N'CN E z€ X, tr, n€ N 
ENUON’ 5 yE X*, Ary; n€ BCN', 


因 《dzn- Az, z, — 3) = (Az, — U, z, — z) 
é + (Y - ÁT; mn — z) 
得 (Adn = Az, z, —z)->0, n€ N”, 


根据 单调 性 条 件 (3.102) 得 知 Tart, n€ N”, TJ iz, R: d- 列 
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紧 的 ， 即 4 为 正规 算 子 。 š 
3083.7 +; 4 为 强 单调 县 行 办 的 算 子 ， 则 {P5 AY BS k By: 
证 对 任何 zzEX yn,yEX* 有 
Ta Yn >Y => Yn Tn) —> (Y, 1). (3.103) 
BoE R, (P.Az dO, EXN, FIHA YAR, 而 
B fff z€ X, v€ X* fi ` 
spes nE N'CN, P¿Az,-=y, n€ NC N. 


P.I, P, z, zo 由 式 (3,103) 有 
(Ar, z, - 2) — (Aso, Pe- — 
(Az,, z, — Pa?) = (Pi Atn Tn — T)—>0, 


(Ax,— Az, x, — z) — 0, 


利用 式 (3.102), za-rzy n€ N, biz Jë d FIRR WAP; 
a 
ams. ü 4: XX" RM, 有 办 H ER M P; 4 
AQ 离散 地 ) , 
证 仿 式 (3.55) 得 知 : 
Pidde uksa, Y Gio 
又 由 引 理 3.7 得 知 本 引 理 成 立 。 
下 面 先 着 重 考虑 方程 Pt Az, = Ptu 的 解 的 在 在 性 问题 。 
引 理 3.9 ik R' 为 实 欧 氏 空 间 ， 基 内 积 用 记号 (。， OR, 
假定 DCR" 为 有 界 FARA U80393 88 2 点 ， 又 设 FDR 
蚌 和 连续 快 射 以 及 š : 
(Fz1 7)>0, z€ oD, (3.105) 
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则 Fz=0# D N= --f#. 
证 i Gr=zr- Fz, 由 式 (3.105) 推 得 
(z, z)> (Gs, 1), z€ òD, (3.106) 
因此 得 知 Gz 在 9D 上 没有 不 动 点 。 记 I 
Fa) = (F (z) PG) y F G) E= (2 Z = Zr), 
考虑 F (z)= (Fi) P (Z) es Pn 7)), 
其 中  Fa(z)=tz,+(1-1)F, (z), 0<4<1, z€ D; 
i= 12, n, 
AIEE) 2) = 时 三 +(L-D(R(z)， z) >0, z€ òD, 因此 ， 
车 记 Gæ) =z- F (z), ë<, z%b, MAART. 106) 
BAN E 
Ga), OLEK, z€ aD 
将 R" 看 成 特殊 的 Banach 空间 ， 又 因 在 有 限 维 空间 中 ; 连续 性 
与 全 连续 性 一 致 因此 应 用 $3。 2 所 列 关 于 旋转 县 的 HRS 
pT -Gu aD) =1, B G=, I-G, $5 T G RE, AT > 
(I ~-G, 9D) = 1, 最 后 由 性 质 2，C z: 少 有 一 个 不 动 点 m pa) 
= 0 至 少 有 一 解 。 
引 理 3.10 i 4: X X* 为 具有 常数 的 强 单调 算 子 ， 
g€ X*, 则 
(AT -yY 1)>0, Selz 14o- yl/a, ` ni 


证 H 
(Az -y, z) = (A1- A0, + À +440- nz 


>ajjzļ? - j40-uilzl, r 43,108) 
所 以 (Ar-y, zy>al]z] - arlz|220, $h r 3p(3.107)Br28. 
išo 


引 理 3.11 假设 4 是 连续 的 ,， yEX*,r>0 且 、 
(CAz-1 7)>0, zj = r, (3.109) 


MJ P, Az, = Pay 有 解 mEXw lzi <ra n€ N. 

证 不 失 -- 般 几 ， 我 们 没 dim X, =n Fi, Poss Pab 
JX n WE M WJ m= Zo, z€ X, T x, 与 向 量 
(z), z), a. SORRARAZ, WE X,<— R", 取 F: R" 
— R" JJ 

Fz” = ((Az, Ys 0.) (AEn Ys Ç.) s (AEn -Ys pn))， 
于 是 F 是 一 连续 映射 。 由 式 (3。100) 
大 = 0gp Pa Az, = Pty 
取 D, = (z,iz,€ Xn [z,|< ry, X D,<—DsC R", à D" 是 有 
RIRE 0E D"。 Wit aD,< 一 >9D"*， 经 简单 的 计算 并 由 式 
(3.109) 得 
(Fat, z) = (Az, -Ys zs)>0, z "E òD", 


从 而 由 引 理 3.9 知 存在 z€ D" 使 Fx) = 0， 因 此 存在 z,— 
zr" 使 得 z,€D, B. PšAz,= Pšv. 

HT RETAANE, AAEM. ETERNE 

定理 3.11 设 A: X-X* 是 有 界 、 连 续 而 且 具 有 常数 为 a 
的 强 单调 算 子 ， 则 PEA 4 ( 离散 地 ) ， 又 设 VE X*, r>140 
-ul/a, 则 方程 

PšAm = Ph 与 4z=y 

分 别 存在 唯一 解 zaEXw [al <r 5 z€ X, lz] <r, B 


[EE - sË, (3.110) 
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其 中 c 为 常数 。: 


E 


知 
S,= {Tn z, € X. P} 4 


又 因为 PRA 在 站 ,上 也 是 单调 的 ， aī S, 


组 成 的 集合 合 ， H Sasia) +5, 


IH 33.80, PRASACH NOE), 又 由 引 理 3,10 及 3.11 


En = Pays Is, TS 


为 由 -个 元 Ty 3 所 
PS, 1041 


` S= lnz€ X, Aran IS): G; 


而 由 A 的 强 单调 性 知 S 的 元 也 是 唯一 的 ， 即 S= deh. 
现在 证 明知 计 式 (3:110). 由 (3.101), (3.102) 


a|: -zh SAn As ss a TAR =Y, - z) 


= (Az, - ON <s, -yi P,e- z| 


SAIPA 


—_ z] 
<- 


多 ( 
G 
Pa 


其 中 8< +co。 we ra - 即 得 式 (3.110)。 


Eee ik ata 


“Arr: Az;, ri z, ZE |z, 


其 中 2088386809, 2628 8 Edi y 
KPD 


KCO) = 0, 为 叙述 方便 想见, 本 
单调 型 算 子 方程 目前 已 有 众多 的 


RSN [141, [29], [323 Ba 


EAE SAA 

dil BE 
SERRARA u 
TIG 021088. 
不 同 手段 的 研究 工作 ， 读 者 可 以 
ZHR. 


=T Dl; 


3.3.2 具有 列 紧 扰动 的 单调 算式 方程 ， 


与 第 一 章 类 似 地 可 以 证 明 如 下 引 理 。 
BAX X RH É 
则 , A+ K 838: : 


引 理 3.12 
Ka K> X * 列 紧 ， 
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数 & 的 强 单调 算 子 ， 


证 HHR, AA+ Kadd RE, TREE u EX” 
E N'CN, Ax, + Kirya n€ N’. IS K 列 紧 ， 故 存在 N” 
CN’ K y EXE Kx, — u Atr >y -Yy EX* n€ N”, 
又 因 4 为 强 单调 算 了 ， 因 而 是 正规 算 子 ( 引 理 3.6 ) ， 从 而 推 得 
{zn} 是 d 列 紧 的 。 

我 们 仍 然 假设 X 是 自 反 Banach Zi, WE P, SI, Pt 
Bs, 讨论 A+ K 这 种 类 型 的 正规 算 子 所 形成 的 方程 的 投影 角 
的 存在 性 及 收 钱 性 问题 将 是 这 一 小 段 的 主题 。 它 的 特殊 情况 ， 当 
X= X*, A= 7 时 已 于 83.2 中 有 所 讨论 。 

重复 83.2 的 叙述 ， 可 以 证 明 类 同 于 (3.57) 的 结论 ， 

PBI, K 全 连续 一 > PEK -2 天。 (3.11) 
ac 
同样 有 PiK—K. 

383.13 其 4 为 强 单调 、 有 界 、 连 续 ， 而 K 为 全 连续 ， 
则 PNA-K)>4A-K CS). 

证 根据 假设 PRASA (离散 地 )， 因 为 是 全 连续 , 故 
psk K, WA PSK 一 >K， 由 式 (1.37) 引 理 结论 成 立 。 

所 此 、 我 们 又 可 以 应 用 定理 3 .10 来 讨论 方程 

(A- K)z=v, €3,112) 
PCA- K3, = Piy (8.113) 
的 解 的 关系 ， 记 Az- Kz = (A- K)z. 

为 了 讨论 解 的 存在 性 ， 我 们 给 出 车 干 定义 如 下 ， 

HF K: XY 称 为 渐 所 线性 ， URE EK ELX, Y) 
使 得 
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Kz Kam yo, Yl. (3.114) 


等 价 的 定义 可 叙述 为 
对 任意 给 定 e>0，, (t ER< +oo 使 得 
1ARz- Ks)<elzl, lzl>R, (3.115) 
因此 
[Ke] < OK el + e)|z1, Iz|> R. (3,116) 


显然 ， 如 果 K € L( X, Y), 则 K 是 渐 近 线性 的 而 且 K. = K. 
算 子 K; X-- Y 称 为 准 有 界 , 如 果 存 在 B< + co 和 R< + co, 
使 得 


[Kri <ir], lz|2> R. (3.117) 
如 果 Y = X*, i K; X X*, PRK, w K 为 准 有 界 时 ， 有 
(Kz, z) <0|=l*, lzl2> R. (3,118) 


又 由 式 (3.116) 知 ， 当 K 为 渐 近 线性 时 ， 则 K 是 准 有 界 的 并 有 
IK.I<0. HIE, #iz|2 R 时 ， 
!Kz- K.zl 


tal 


< 21 


IK eri < IKa 4 — <pre. 
FIKIS. 

现在 我 们 讨论 方程 (3.112)，(3.113) 的 解 的 存在 性 ， 收 敛 性 
以 及 误差 估计 问题 

定理 3.12 RA: XXX*# 是 连续 、 有 界 且 具 有 常数 为 a 的 强 
单调 算 子 ，KK 是 全 连续 的 并 且 满足 式 (3.118)，B<c， 刃 < + oo 
〈 例 如， 天 是 渐 近 线性 或 准 有 界 算 子 ) X ik uC X*, 取 r>R 
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H r>ļA40-yl/ta- 8), it 

S=(az:z€ X, (A- K)z= u rj<r}, 

Spa = ALn EE X n PCA- K )x, = Pry, lta] <r}, 
则 SaS, Sr D nEN H. S= 2. 

H z CS, z, € S, B. z,—z, 而 算 子 K za, Ab Fréchet 
导数 KaD HIK E) <a, 则 当 ”充分 大 时 有 估计 式 ， 
Iz, -zs<MiPun -z,1Ë, (3.119) 

其 中 M 为 常数 ， 同 样 ， 如 果 线 性 有 界 算 子 K(x。o) 是 非 正 的 ， 即 
(K'(z.)z, z) <0, VTE X, MAHR. 11D ERE. 


证 1313.3, PRA-K)> A-K (Siob), MR 
(3.102)，(3.108) 及 (3.118) 有 
((A-K)z-u,zy>(a- Biz] - l A0-u11z|>0,1z12r, 
从 而 利用 引 理 3.11， SaD, n€ NV。 又 由 定理 3.10 得 SaS, SH 
Ø. 
现在 证 明 估计 式 (3,119). 设 z. zw 分 别 为 (3.112)，(3,.113) 
的 解 且 TauTa, 由 (3.102)， 
a|z, - z, |* < (Az, - Azo z, — To) 
= (Az, - K>, -Ys Tn- To) 
= (Az, - Kz, - s Z+ = 2.) + (Kz, 
— Kzo, z,- z), (3.120) 
采用 类 似 证 明 (3.110) 的 方法 得 
lAr- Kz, -Y, 2,- 2) = (A£, - Kz, —y, Pyta- T). (3,121) 
因为 KE z, 处 存在 Fréchet 导数 ， 故 
Ki,- Kz, = K'(za)(z, — z) +o(zo cn 一 zzo)， (3.122) 
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- 一 0 (ñ—co), 


aJt,- ES Atn- Kz, = 15 Ppa ~ 2) 
+ (KG) (z, = 20) 2 = 2.) + (Ozos Z, =) 
Y=.) (3.123) 


由 于 OA. K Agl IET, EAK E 1 <a, 则 当 充分 
KKT 


其 中 e HRR MMSy ukasa PERG., 
EENT ÈB 3.123) REH 

作为 上 述 定 还 的 一 个 物 É> 如 果 取 X 为 -Hilbert 空 
间 、A= Iy 这 时 因 了 ERER a= 1 的 强 单调 算 子 ， 于 是 方程 
(3.112), (3.112) 3: 2 


U-K)s=y, P,CG- K)z,= Pay, 


其 中 K JARTAL (3.118), B<ly 尺 <+ 吕 。 这 时 
HRH r 满足 rR K r> z z 天 所 方程 与 投影 方 程 均 存在 


f WEARY! AA 3 解 与 近似 解 之 间 的 误差 估 
计 ， 当 前 有 比 (3.119) 更 好 -- 些 的 估计 式 ( 见 (3.73))。 


3.3.3 RADDI Is WT h iz 


下 面 我 们 讨论 具有 列 紧 扰 动 的 压缩 算 子 方程 的 投影 解 。 在 这 
里 ， 我 们 假定 X 是 一 般 的 Banach 空间 ( 不 要 求 自 友 ) ， 并 设 
算 子 万 ,KK: XX 义 ， 其 中 F 满足 压缩 条 件 
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[Fz - Fz,|<al|z,-z !, a <1, Vz 2,€ X, (3.124) 
而 算 子 K 是 全 连续 于 X 的 。 在 例 1。5 中 ， 已 见 到 NTI-F 
是 正规 算 子 ， 现在 证 明 I-F +K 也 是 正规 算 子 。 事实 上 ， 设 
{zs} 有 界 ，{z。 一 下 z+ Kz,}d- 列 紧 ， 因此 存在 yEX 及 N'C- 
Ni zy- Fz,+ Kz, n€ Ny, 因 KK 列 紧 ， 故 存在 yEX， 
N”CN' 使 Kz>y,，nE NY OXRA Ta- zxy 一 yiEX， 
nEN”; XA 了- 斑 是 下 规 算 子 ， 因 此 {zn}d- 列 紧 , A I- 
F +K 也 是 正规 的 。 

引 理 8.14 车 F 满足 (3.124)，P。: XX, 满足 PoI B 
IP,I<1, WAPO - FON HONE ERTE P,O - FS I- F 
《离散 地 ) 。 

证 设 {z} 有 界 ，mmEX{fPo(z- 忆 za)}d- 列 紧 ， 因 此 存 
# v€ X, N'CN, P,(z,- Fz,)—>t, n€ N', hE F 是 压缩 算 
子 ， 因 而 存在 唯一 的 z 使 == F c+ 于 是 

P,(z,- Fi) >t- Fr n€ N. ~ (3.125) 
因 IP,Fz,- Fofi <P, Ft,- PPzl+ IP,Fx- Fz] 
<IP,l*a]z,-z| +ICP,- I) Ez] 
<a|z,-z| + |(P,- I) F z], 
[z,-P,Fz,- (z— Fo) ilen rl - IP, Fz,- Fz], 
从 而 ` 
Iz,-P,Fz,-(z- Fay + (P. — I)F2120(1-a)|z,- z], 
(3.126) 
根据 P. I 及 式 (3.125), (3.120) 知 z —z, nEN’, BHP, 
-ERRANTE HF ERATE P,S I, 因此 P,O - 
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F) SI -F,P,{I-F)>I-F CMMM), 
313.15 若 引 理 3,14 的 假设 条 件 成 立 而 且 K 为 X 上 的 


全 连续 算 子 ， 则 PC(T - 开 -K) 一 [已 -天 ( 离 散 地 )。 
证 本 引 理 的 证 明 完全 类 同 于 引 理 3 ,13， AER Ps 改 为 
Py : 
定理 3.13 iZ F, K: X>X, F W E EH tF0(3.124), K 
为 X 上 的 全 连续 算 子 ， 又 P. XX, 满足 P,-2 I, PASA, 
记 
S= z;z€ X, T= Fz+ Kz, lzl<r， 
S,= {Tn Tn€ X, z, = PaF tat PaK Ens Tal <r}, 
其 中 r 3398, WS--S, #S,*@ (Cn 3k), MSH. 
现在 讨论 S 及 S, 非 空 的 条 件 。 
3183.16 it F. K 满足 定理 3.13 中 的 假设 条 件 ， 而 且 K 


为 渐 近 线性 ( 即 满足 (3.115) ) ， 其 中 IK。<1-a， 此 处 a 为 
式 (3,124) 中 的 压缩 因子 ， 则 


Sp = {EnEn E Xa z, = PFr,+P Kr, hz)<r} * @, 
其 中 r 为 某 一 足够 大 的 正 数 。 
证 AIPS, 故 PaF 在 三。 上 也 满足 压缩 条 件 
IP,Fz, - P,F 2| <] Pa] IFz;- Fz,[<a|z, -zf (3.127) 
(a<1). 


X K 为 全 违 续 ， 显 然 P,K 也 是 ， 因 为 K EARE, 从 而 P, 
K 也 是 。 同 样 1P。K。4<1iK。1<1-c, 故 存在 se>0 及 尺 ， 使 得 


IP,K.'<lIK.l<1-a-2e, (3.128) 
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IP,Kz=|<|K=zI<(IK.l +e)|z] Izl2R, 
设 Ri 为 某 一 正 数 ， 使 


Hil <e, CESS (3,129) 


Am RIPA FEA 
IP,Fz+P,KzlI<|P,Fz-P,Fol +IP,F01+IP,Kz| 
<clzl+lPol+(CIK。 +e)lzl Iz|2 RI 
记 r= max(R, RI)， 考 虑 式 (3.129)、(3,128) 便 有 
{PFz+PaKzl<(atre+(1-a)-2et+e)lXl 
<lzl, lzl>r HTE Xn (3.130) 
将 X, 视 为 特殊 的 Banach 空间 ， 因 为 在 有 限 维 空间 连续 性 与 全 
连续 是 一 致 的 , 故 由 (3.130) 及 83 .2 中 所 列 旋转 量 性 质 1 及 性 质 2， 
存在 z,€ X , tE 
z, = P.Fz,+P,Kz, lrnl<r, 
即 S,= Ø. 
定理 3.14 设 T F. K: X> X, Fih RIERA 
(3.124) K 为 六 上 的 全 连续 算 子 ，K 为 浙 近 线性 的 ， 即 满足 
(3.125)3E B |K.|<1- o, HP aJ (3,124) 式 中 的 压缩 因子 ， 
投影 算 子 Ps。X 一 XX 满足 条 件 P, I EIPS FEX 


1 
S,= {Tn: z,€ X,, z,= P, F z, + PaKa |z,1<ry, 


S= (z, z€ X, T= Fz+ K*, |z] <ry 


时 (其 中 为 某 一 大 数 )， S,=@, n€ N, S>S, S=@. 
假定 z€ S, z,€S,, z,—z H K # =, 处 的 Frechet 导 
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数 存 在 ，a+ |K'(z,)1< 1 WH n 充分 大 以 后 


IPszo — Tol 


kea~ tol <ia K [30 ° (3.131) 


其 中 0,—0(n—o), 

证 定理 的 前 半 部 可 以 由 定理 3,13 和 引 理 3.16 而 得 。 现 在 证 
明 估 计 式 (3.131)。 因 
z, — z, = P, Fz, + P, Kz, - z, 

= (P,Fz,-P,Fz,) + (P,Kz,- PrKzx,) +(P,z,-—-z,), 
而 K=z,- Kz,= K'(z,)(z, -z,) + O(To, Zn 一 To)， 


其 中 0 — (n>00), 
因此 


jz,-z,|<a|z,- Tol + | K'(z,)] |z, Tol 
+0,|z,- Tol + PT, — zl. 


当 充分 大 以 后 ， 可 使 a+ IK'(z,)| +0,<1, BA 


Cd ELA 

在 引 理 3.16 及 定理 3,14 中 ， 如 果 将 K 是 渐 近 线性 且 IK。1< 
1-a 的 条 件 换 成 开 满足 (3.117) 且 B+a<1， 这 时 定理 中 的 ,r 
可 直接 假定 为 r= max (R, R)， 其 中 R, 为 使 IFo0l/R, < E 
B+a+e<1 WE Hit F =O 定理 3.14 就 退化 为 定理 3.8 中 
所 讨论 的 那 种 类 型 的 方程 ， 此 时 a= 0, 而 条 件 (3.117) 及 8B<1 相 
当 于 那里 的 条 件 五 ;， 利 用 它 可 解决 解 的 存在 性 问题 。 在 讨论 误 
差 估计 时 所 外 加 的 条 件 |K”(z,)|< 1 相当 于 条 件 ， 存 在 (了 - 
K'(z,))"), BB 工 不 是 天 (xzo) 的 特征 仿 。 
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n X 是 Hilbert 空间 ， 显 然 了 - F ERIR X 5X AR 
单调 算 子 ， 因 此 我 们 所 讨论 的 问题 又 属于 本 节 前 面 所 分 析 过 的 具 
有 列 紧 扰 动 的 强 单调 算 子 方程 的 范 及 了 。 

为 了 后 面 的 应 用 方便 ， 给 出 -- 个 辅助 性 引 悍 。 

引 理 3.17 设 Q 为 ” 维 空间 有 界 可 测 集 ，g(uy， u …， ta 
Zz) 是 实 函数 ， 它 关于 所 有 wwE(- ceo，+ o0) 是 连续 的 ，i = 1, 2 
com, .对 所 有 固定 的 4i(i=1,2…,m)， 关 于 XE Q 是 可 测 的 
则 当 有 .a(z)E 了 (只 ) 且 


lg u, y Umg T)| Sa(z)+b xa | ual? 


Sy 
时 (区 申 6>0, p> g+= I) EF h 
hu= g(u (2), U(E), + U (2), T) 
有 定义 且 是 连续 的 、 ARR MILD FLIO EW 


[L”(Q)]" 表示 积 空间 ( 详细 证 明 参 看 [16]) 。 
808.4 在 Lo 1) 中 考虑 方程 


uD = RC, DFU), sidst gG (3.132) 
f ; 
其 中 Rb OE 0=<t, s=<1 上 连续 有 


lkl -(Ff kt, Sdids} <. (3.133) 


it f(u,s) EC- ,+o)xi0,1] 上 的 连续 函数 , 而 且 |1(w,s) 一 
4| 于 ( 一，+ wm) x[0, 1] 上 有 界 ，9(t) 为 [0, 1] 上 的 连续 函数 。 
方程 (3.132) 的 算 子 形式 是 
(I- KF)u= g, (3.134) 
其 中 
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Kut) -f klt, s)u(s)ds, (3,135) 
0 


Fu(s)=f(u(s), s), (3,136) 
如 果 取 X = L2(0, 1)> RR K R LO, 1)—> LO, 1) 的 线性 列 
紧 算 子 。 又 根据 引 理 3.17， 由 于 
[f(u(s), S)| <M + |u(s)], 0<s<1, M 为 常数 ，(3,137) 
FRU F, L0, 1)->L*(0, 1), 并 且 是 连续 的 , HFIS, s) 一 4| 
是 有 界 的 ， 得 知 下 还 是 渐 近 线性 的 ， 且 F.= J， 从 而 推 得 K F 
是 全 连续 渐 近 线性 算 子 且 ( 天 已 )。= 天 。 因 此 ， 存 在 8 5 RE} 
IKI=I(KF).1<S0<1, 
IKFu|<B0lul, lu|2R, 
(KFu, u)<BPlult, lul2R, 
根据 定理 3,12， 方 程 (3,134) 及 其 投影 方程 
` u, - P.K Fu,= Pag (3.138) 
当 P, > I MERINO - D) 内 存在 解 ,而 且 投 影 解 将 收 
剑 于 原 方程 (3.134) 的 解 。 
与 例 3.3 一 样 ， 如 果 采 用 山形 函数 el), i= 1, 2，…，m 为 基 
函数 ， 即 取 X,.=[e, (t), es(t),…, Enlt] H Ps XX, 


是 Lt BB 388, ME 正如 第 二 章 曾经 指出 过 的 ，Pnw 
-tb VuEL:(0, 1). 


取 近 似 解 为 ww(f) = È ce 那 末 (3.132) 的 近似 方程 
便 是 
È eeh, e) -人 人 wp se Fets), sydsdt 
=f oenar, j=1,2s sn, 
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通过 数值 积分 然后 解 出 c, 便 得 到 近似 解 . 
例 3.5 考虑 与 上 例 相 当 类 似 的 方程 : 


a(u(t), t)- fika, s)flu(s), syds= g(t), (3.139) 
° 


假定 1&1 二 o (9m03.133)), / 满足 例 3.4 中 的 条 件 ，a(u, t) 假定 
ERF- o, +0)Xx[0, 1], la(u,1)|<c+dlu|,c, d 均 为 常 


数 ， B2 >a>0 FC- %, + )x[0, 1], Z (3.139) 
子 形式 是 
(A- KF )u=g, (3,140) 


其 中 AuG)=a(uG), t), K. F 如 例 3。4 所 示 。 与 上 例 一 样 > 
引用 引 理 3.17， # A, L*(0, 1)->L*(0, 1) 是 连续 的 而 且 有 
R, XfS >a>0 得 知 4 是 具有 常数 为 的 强 单调 算 
子 ， 因 此 ， 如 果 假 定 IK1 二 8<a 时 ， 由 定理 3.12， 方程 (3.139) 
及 其 近似 方程 在 一 个 充分 大 的 球 内 均 有 解 ， 而 且 近似 fika + 
(3.139) 的 解 。 

例 3.6 讨论 边 值 问 题 


> uy uz) = f(r, u) 


i=l 


Í a, (T, u, Wz) -= 


(3.141) 
u =0 
` 20 
的 TanepruH 解 ， 其 中 Q 为 R* 的 有 界 区 域 。 
(3.141) 式 的 变 分 方程 是 
a(uxu)= (fz, u), v), V9€ H (Qy (3.142) 
其 中 
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a(t, v) =Í Èa, u, uzyu dz, 
a 


Ov > 
Vy 1=1 25 ... fy Vo = 0, 


ÒT; 
(Fa uy v) = [f(e wuda, 
° 


xE alr, E) (i=0, 1, 2 n) TE Q, EER" HAARE 
都 是 连续 函数 ， 此 外 


|a (z, £) -a,Gz, n) | <M 1E- nisa 
i=0, 1, 2, m $, NER", 
NOR M 为 常数 ， 且 
| taa, D) -aas DIE -002el£ nis 
Vé, n€ R", 
设 fau 为 9 XR 上 的 连续 函数 且 消 足 
[fesy 1) -fers 4)1 Spalu ~ ul, Ys hy 


[£2 u) -Bul <M G, uy+c,|u|% 0<1, Bi<o, 


其 中 [IMa mlda iR, vue HA). 


a 


在 这 些 假设 条 件 下 ， 可 以 定义 非 线性 AT A.B, HiQ) 
一 > H QE 


alu, u) =( Au, v), VoC Hi(Q)s 
(flz, u), v) = (Bu, v), Vo€ Hi( Q) 
于 是 式 (3.142) 等 价 于 算 子 方程 
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Au= Bu, uE HQ). 
WHAREI; Kr A 382 Lipchitz pks WIAR, H 
RH WIWER PW CY £ kE, 
(An ~ Au, u-v) >aju -vl a>0, u, vE HiQ). 
XAT B Rabu Ri B. Bel = p, <a, 
假设 H.C H1(Q EH BS Tez), Pa H (Q )y— H, 
REZRY, (H, 4898 J HiO, 则 由 定理 3,12， 方 程 
(3.142) 的 axepk 方程 
Padin = P,Bu,, u,€ H, 
或 a(u,, Up) = (f(z, Us) Unjo V v,G fl, 
Bio HW OF03.112)058 E. 
用 完全 类 似 的 讨论 方式 ， 读 者 不 难 列举 定理 3.11 及 定理 3。14 
的 应 用 的 例子 。 


3.4 D- 半 连续 正规 算 子 方程 的 投影 解 


前 面 三 节 讨论 了 三 种 连续 算 子 方程 的 投影 解 ， 它 们 实际 上 都 
是 壬 续 正规 簿 子 方程 ， 只 不 过 根据 茧 子 前 不 同类 下 采 用 了 二 些 特 
别 的 处 理 方法 罢了 。 在 实际 数学 物理 问题 中 ( 例如 变 分 问题 》， 
所 出 现 的 算 子 有 时 并 不 连续 ， 但 却 是 DD- 半 连续 的 ， 即 映 强 收 化 
列 为 弹 收 剑 列 。 未 节 我 们 将 讨论 这 种 类 型 的 算 子 方程 的 解 。 本 节 
KARTU 看 作 是 前 面 一 些 结果 在 更 弱 的 假设 条 件 下 的 一 种 扒 
广 ， 而 且 就 其 讨论 方法 来 说 也 几乎 是 平行 的 ([ D. 


3.4.1 EERE AE 
与 过 去 一 样 ， 我 们 仍然 B AX, Y 为 Banach 空间 。A，、 
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A: XY, z,z,€ X 是 任意 的 。 
AT 4 称 为 局 - 半 连 续 ， 如 果 
s 3 Yo。 (3.143) 


4r— Az, 

算 子 列 14, 称 为 渐 近 D- 半 连续 ， 如 果 
A,z—- daro 一 0， 当 z—z,, n-=co, (3.144) 
算 子 Á, 称 为 -半点 态 收 化 于 A C 记 为 A A), HUM 
A,z— Az, `ú n>, vz€ X. (3.145) 


d 
算 子 A, Wh D-888080899_A ( 记 为 A A), ME 
Ta 一 To N> => Ap n> Alp, n> (3,146) 
或 
4 一 ~ Ar y 4 zr, B. noo hr, (3,147) 
不 难看 出 ， 上 述 两 种 定义 方式 是 等 价 的 。 
式 (3.143) 一 (3.147) 中 的 弱 收 伍 也 可 以 用 对 ERZA SE 
Y* 的 形式 表示 出 来 ， 交 如 4 KI D-RE WMR 
ZITo 一 > f(Az)—f(Az,), v fc Y °, 


算 子 列 {4,} 称 为 D-3R ENE AT ACY A, = A), 
如 果 


d 本 
A, 一 A, JEH (A, 渐 近 正规 ， (3.148) 


d 
算 子 列 { 4,} 称 为 高 散 地 D-E NKT 4( 记 为 A. A 
(离散 地 ))， 如 果 
d. 
A, — A, (AJ 离散 斯 近 正规 。 ” (3,149) 
不 难 证 明 ， 类 似 于 定理 1.5 的 结论 : 
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d p 
A, 4<> A, — À, (A.R D-T (3.150) 


; de p 
成 立 ， 因 为 当 令 z. z. js 4, — A= A, — Á, 由 等 式 
(AT— dzo)-(4sz- A,To) = AnTo - Az, 


及 式 (3.147) 得 知 (3.150) 的 堪 端 可 推出 右 端 ! 反之 车 4, ~ 
4， 由 式 (3.150) 的 右 端 可 推出 左 端 。 
利用 (3.150) 还 可 以 得 到 
A, 22 A > A D- FER, (3.151) 
事实 上 ， 因 为 vfE X* 有 
|(f, Az- Aro)|<1(f, Az- A)| 
+|(f, ArT ~ Anto) | + | (f, Anto ~ Ato} |y 


从 而 式 (3.151) 成 立 。 
根据 (3.151) 又 有 有 
d 
A, Z> A— A E D-* 60k 0, (8,152) 


d 
A, 一 、4( 离 散 地) 一 > A 是 口 - 半 连 续 的 。 
在 讨论 投影 法 之 前 ， 先 给 出 … 个 一 般 性 的 收敛 性 定理 。 以 下 
假设 A. Am X>Y, yhE Y, X,C X. 


3188.18 假定 A, ir ACGS800) (zy ARo z,€ Xn 
Ann >y, 则 {Za}* D B. Ar=y, VTE {zr}*, 

证 证 明 方 法 完全 类 同 于 引 理 3.5， 因为 {4,} 是 离散 地 渐 
近 正 规 ， 故 若 {Zn} b z€ X, 时， 由 AT >y => (z,y*= 
@. z€ AT”, Iarr, nE NCN， 由 式 (3.146)，AnT, 一 ~ 
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Az, n€ N, 因 Ateu n€ N, (H 3808094 — tE Az= u, 


dr 


定理 3.15 假定 4; 一 A GARE), B, BCX, UB, 有 
Fo {B} *CB 并 是 yw”y。 记 
S={r: z€ X, z€ B, Ar=y}, 


S,= (za La E X,, z, C B,, A,z, = Ya}, 


WAS d 2], {SaS Wi S.S, # S, n€ NE 
N, M| S= Z. 

特别 情形 ， 可 取 B, =B 是 有 界 闭 集 或 y = u. 

证 因 UB, L i US. BERG 又 因 {4 是 离散 渐 近 
正规 及 y,>y， 从 而 {S。} d- 列 紧 。 设 ZY€ {Ss}*， 于 是 存在 NN 
CN, 使 得 Zn€ Bas z,€ X, A,z,= Uns n€ N 2 n€ 
N’. 由 引 理 3.18 知 Ar=y, 又 由 BatB, HEES, W 
{S,}*CS。 由 定理 1,1，S。>S， 又 由 式 (1.9) 推 得 当 5,* 2， 
n€EN'SEN 时 有 Sz， 


3.4.2 了 D- 半 连续 强 单调 算 子 方程 
假设 X 是 自 反 Banach 空间 ， MH X=X**, 与 3.3。1-- 


样 ， 设 Pa X--X, REAT tim X<+, P, 一 > 了 而 


且 P 5 I. 
假设 4: X> X", 方程 
Az = ` (8.153) 
的 投影 方程 为 
PiAz,= Piy, z, € X, (3,154) 


同样 地 ， 式 (3.100)，(3.101) 也 适用 于 (3.154)。 
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31383.19 i A: X- X* 是 刀 - 半 连续 的 ， g€ X*, r>0 
WE 《4z -gz)>>0,124=r， 则 Pi4rs=P3y 存在 解 ia EX ns 
ltal <r, n€ N, d 

这 个 引 理 可 以 毫 无 改动 地 照 引 理 3.11 的 叙述 而 获得 证 明 。 因 
为 在 有 限 维 空间 中 ， St 与 强 收敛 概念 是 一 致 的 ， Bit A fE 
有 限 维 子 空间 X, 上 是 连续 的 。 于 是 有 下 面 定理 。 


d 
EWI YENS r>. 限定 PIA AON MOD B. 
(Az-y,2)>0, Viel=r, iü 
S={z z€ X, Ar=y, Izl<r}, 
Sn= (za z€ Xn, PRAZ, = PRY, lEn] < ry 
则 SED, n€ N, S, > S R S= @. 

证 山 式 (3.152) 知 4 Æ D-FE 续 的 。 又 由 引 3.190 
Sn 关 雪 。 应 用 定 显 3.15 即 知 结论 成 立 。 

下 面 我 们 将 证 明 ， 如 果 4 是 有 界 的 ，D- 半 连续 且 是 具有 常 
数 为 a 的 强 单调 算 子 ， 部 末 PRA hh D-FER 收敛 于 4 
因而 上 述 定理 至 少 可 以 应 用 到 讨论 这 类 算 子 方程 的 投影 解 。 

首先 证 明 

4 有 界 ，DD- 站 连续 —> Pra E A, (3.155) 
为 此 目的 ， 需要 证 明 v /€ X**= X, 4 Z — Zo n— o 时 有 
FPZ 4rn) -= (am) 成 立 。 事 实 上 ， 因 为 P。- 人 > 7 B 

PR Az, = ( Pš Az, — Az,) + ATs, 

¿Pš Az, AEn, f) = (Atm Paf - fy, 


故 当 4 有 界 时 ，《 Azs， Paf- f) > 0、 又 因 A 2 D- 半 连续 ， 
MK VC X**,z,- > zo n> 0 时，/(Azr,) -> FCAT), MANG 


169 


fP Az, > f( Az.) (z, > z n>), H PRA LA A. 
由 引 理 3.7 有 
4 有 界 、 强 单调 一 > {Pr A RRE Ki. (3.156) 
由 (3.149)、(3.155) 及 (3.156) 便 得 到 
313.20 车 4: X 一 X* 有 界 、D- 半 连续 而 且 是 具有 党 
d 
AJ a 的 强 单调 算 子 ， 则 P.A AC 离散 地 )。 
定理 3.17 Z 4 的 般 设 问 引 理 3.20， Nity € X r> 
lA0-ul/a, Nj Az=y, PR Az,= Pry 在 球 B={z， |zl< r), 
Bs= BN X, 内 分 别 丰 唯一 解 工 及 z, H zw — z。 还 有 估计 式 ， 
lz -2) < ciPs z - zl, 
Haih c 为 一 已 知 常数 。 
证 因 
(A0-y, z) < |A0 —ullz| a risi, 
(AT =Y, 2) = (Az- A0, z-0) + (A0-1 25 
> ajzj? -a r|z120, lzI> r, 
因此 由 引 理 3.20、 完 理 3.16 及 4 和 PRA 分 别 为 # X, 上 的 
强 单 调 算 子 推 得 解 的 存在 性 、 唯 一 性 及 收敛 性 。 剩 下 部 分 的 证 明 
同 定理 3,11。 
完全 类 似 于 定理 3。17 及 定理 3。12 的 作法 有 
定理 3.18 7; A: X -> X* 门 - 半 连 续 、 有 界 且 具有 常数 为 
a 的 强 单调 算 了 ，P:， X — X* 全 连续 且 满 足 
IBz|< plz!l, lzl> R, (3.157) 
其 中 p, R 为 常数 。 Bap, v€ X*, WJ r= maxí(R, LA0 
—-gu|/(a- Mhr f £ 
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S,= z, Tn€E X ns Pa Az, + Pa Bz, = Pay, |z,l|<ry, 
S={z z€ X, Az+ Bz =, |z| <ry 
均 非 空 ， 而 且 Sa > S. X#+ TES, r,€ S,, z, — z, H B'(z,) 
存在 并 满足 1B“(zs)1 < a， 则 当 n 充分 大 时 


i 4 
lEn = z |< M {Panto -To l7 s 


.18 中 没有 条 件 (3.157) 的 假设 ， 这 时 由 定理 3,15 
及 定理 3, 坟 得 证 述 结论 
定理 3.19 7; A: X> X* 是 D- 六 连续 、 有 界 且 具 有 党 
R a WJ MYT, B, X -> X* 全 连续 ， 记 j 
S,= {LZ E X ns P# Az, + Pš Bz, = P3, [2a] Sr} 
S={2; z€ X, z+ Br=y, lzl<r}, 
其 中 r 为 正常 数 ， 那 末 若 SAD (Cn 充分 大 以 后 ) EH S= @, 
且 Sn > S. R GES, z,€S,, z, — z, H B) 存在 并 满足 
IB'(z)]|< xc， 则 当 ”充分 大 以 后 


[en =a] < MIP,z, zl, 

其 中 M 为 常数 。 

3.4.3 忆 - 半 连续 列 紧 等 于 的 不 动 点 

在 83.2 节 ， 我 们 剖 经 讨论 过 全 话 续 算 子 《 即 连续 的 列 紧 算 
f ) 的 不 动 点 问题 。 正 如 我 们 所 知道 的 ， 如 果 算 子 K 是 列 紧 的 ， 
那么 不 仅 了 - K 是 正规 的 《 见 例 1.6 ) ， 进一步 ， 当 K 也 是 连 
续 时 ， 得 知 Pa -> K, P, - K) 一 > (7 一 天 ) (离散 地 ) 
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( 见 例 1.16 ) 。 这 样 一 来 ， 全 连续 算 子 的 不 动 点 问题 的 近似 解 实 
际 上 可 以 纳入 离散 正规 收敛 的 范围 而 加 以 讨论 。 些 于 这 样 一 个 想 
法 ， 下 面 我 们 将 D-~ 半 连续 的 列 紧 算 子 的 不 动 点 近似 问题 作为 离 
散 的 口 - 半 正 规 收敛 算 子 理论 的 一 个 特例 而 加 以 讨论 。 “ 
假定 X 是 一 般 的 Banach 空间 ， 投 影 算 子 Pa X -> Xn 


EP, —, [，dim X, <+, HFK: X> X 与 83.2 中 一 
样 ， 记 
已 , = z, CX, |z|< ry, 0B,={r, xEX, jr] =r}, 
其 中 r 为 某 一 正 数 。 同样 地 ， 我 们 保留 83.2 中 条 件 H, Ha 
Him H,, 的 意义 。 
方程 
Krs2 (3.158) 
的 投影 方程 是 
P,Kz, = Cny z, G X,. (3.159) 
3183.21 iż X, Y 2j Banach 空间 ië L(Y) 为 Y 上 的 
一 切 映 V 于 自己 的 在 界线 性 算 子 集合 ， 假设 A XY E D 
半 连 续 的 ， 而 Te LO Y), MTA X>Y 是 D- 半 连续 的 。 
证 iuT*, V*— V* JT ARARAT W 
(fÓ T Az T Az.) = (T*f, Az- Azo), f € Y *, 
由 式 (3.143) 推 得 了 A 是 D- 半 连续 的 。 
引 理 3.22 iz K: X > X HD- Hin R Han 成 
立 ， 则 存在 z, 使 
P,Kzx,= Ens z,€ X,, lEn re (3.160) 
证 由 引 理 3.21 知 P, K 是 D- 半 连续 的 ， 因 为 dim X, < + 
ce， 因此 P,K 在 X, 上 是 连续 的 ， 引 理 剩 下 部 分 的 证 明 完 全 间 
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引 理 3.1， 这 里 不 再 重复 。 


3 ' 
定理 3.20 设 1-P,K I-K CHMBOB), WHn 
> n, 时 满足 Has a 
S= (z, z€ X, Kr=7, |2] <r}, 
S,= {zn: z,€ X,, PAKTi= Epo |z,|<ry, 


WH n 2 n, iS AD, Sre S BR.S=@. 

证 由 式 (3.152) 知 了 -天 是 D- 半 连续 的 ， 因 而 天 也 是 
DD- 半 连续 的 ， 根据 引 理 3.22，5，, 关 名 (n>n) 由 定理 3.15， 
S,—> S, SØ. 

下 面 证 明 ， 如 果 K 是 列 紧 的 且 D- 半 连续 ， 则 了 -PK W 
散 地 D 半 正 规 收敛 于 工 - 天， 因而 作为 一 个 特例 ， 定理 3.20 也 
适用 于 这 样 的 情况 ， 为 说 明 这 点 ， 注 意 由 式 (3.56 ) 与 (1,23) 知 : 
K 列 紧 一 > {1P,K y 浙 近 列 紧 ， 从 而 由 (1.36) 得 

K I= {47 -P K ARER 4+0. (3.161) 
从 而 K 列 紧 、D- 半 连 续 一 > 


AI-P.K 2 17-KUzo (3.162) 
事实 上 ， 设 za > 7， 由 式 (3.143)， Kz,— Kz, XN K 是 
列 紧 的 ， 故 {下} 是 列 紧 的 ， 然 而 P. 2> 7 T 任 一 列 紧 集 上 
是 一 致 的 ， 所 以 Pa Ktn- Kz, ->0， 因 此 推 得 当 z, -> z 时 
P, Ktn = (PKr,— Ki,) + Kri——~Ki, 
根据 D-t 续 收 敛 的 定义 (3.146) 知 (3.162) 自 然 成 立 。 由 式 
(3.161)、(3.162)、(3.149) 得 
me. 
KIR, D 半 连 续 => AI -PsK — AI -天 (离散 地 )， 
4 关 0。 (3,163) 
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类 似 地 ， 可 证 
K RR, D-E, An 一 4 大 0 


d 
=> ¿I-P,K 和 117- 开 (离散 地 ) 。 (3.164) 
下 面 我 们 建立 一 个 满足 条 件 Hin 的 充分 条 件 。 
313.23 设 K 列 紧 ，DD- 半 连续 ， 假 定 H i H, 满足， 
则 当 n EDAN, Hin 成 立 。 
证 与 引 理 3。2 的 证 明 一 样 ， 采 用 反 证 法 。 假 若 结论 不 成 立 ， 
则 存在 z, 和 4，2EN'CN 使 
P, KE, = 加 rz mnEoBn X n 4,21, 
重复 引 理 3.2 中 的 叙述 ， 可 证 存在 {E A, > 4s n€ N'CN’ R. 
4 之 1。 又 由 式 (3,164) 知 
d 
Asl -P,K A1 -K ONBO). 
再 根据 引 理 3.18 知 存在 2 使 
Kr=Azr, z€ B,, 4>1, 
这 与 H, 及 H, ŽB HHS. 
综合 上 面 结果 可 得 定理 ， 
定理 3.21 假定 K 是 列 紧 的 ，D- 半 连续 的 ， 条 件 H RH: 
成 立 ， 记 
S=íx, z€ X, Kr=z, Iz|<r), 
S,= {rn: z,€ X,, P, Kz, = z,, |z,|<ry, 
则 当 n EIKA. SaD, Sa >S HB S= @. 
# z, 是 方程 Kz=z WJ z, 是 方程 P, Kz, =“, 的 解 且 
Z, > zo BRE K En 处 Frkchet G% K'(za fr fE, 而 且 [7 
-K'a :存在 并 于 X 有 界 ， 则 
174 


|z, 一 za 和 (n > h), (3.165) 


c| Pato — rol 

1- M; 
其 中 c 为 常数 ，M， 一 0，m 为 一 足够 大 的 自然 数 。 

证 定理 前 半 部 分 由 式 (3.163)、 引 理 3.23 及 定理 3.20 推 得 。 
估计 式 (3.165) 情 况 类 同 于 $3.2 的 定理 3.8， 在 当前 的 假设 条 件 
T, K 虽然 不 假设 连续 ， 但 因 K 列 紧 ， 故 由 引 理 3.4， 天 (zu) 
列 紧 且 是 连续 的 线性 算 子 ,套用 定理 3.8 中 的 推导 过 程 , 式 (3.165) 
成 立 。 

例 3.7 讨论 边 值 问题 

> (- 1)“ D%“A,(z, u, …，Dnu) = f(z), z€ Q 

lal<m 

I (3.166) 

D°ulao=0, |ñ|< m-1 
的 广义 解 ， 其 中 Q 为 R" 上 上 的 有 界 区 域 ， 9 Q 为 其 边界 ， 它 的 
变 分 方程 是 


(本 = (f2), v), vE), (8.167) 
其 中 
alu 0)= X, | AG, u, Dru) Drvdz, (3.168) 
0 
(f(z), »=f J(z)o(z)dz, (3.169) 
a 


E V=W% Q EET Hilbert zi, WV*=WI™A). 
BÈ SOELA), Aalt, Eo s 5) 关 于 每 一 个 变 元 连续 ， 且 


| A, (z, Š Éis o Em) |< a,(z) +b PH lé!» 


as (z) € LQ). (3.170) 
根据 引 理 3.17，As€ L*( 8 )， 又 广义 导数 D*vE LQ), 从 而 
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式 (3.168) 可 以 定义 一 个 非 线性 算 子 4 V— V*， 它 满足 
a(u,u)= (Au, v), YUEF 。 
同样 可 定义 下 EV* 使 


(F, v) = | Javada, 
o 


因而 式 (3.167) 等 价 于 方程 
Au= F, FEWINQ). (3,171) 
根据 假设 条 件 (3.170) 可 以 证 明 4 是 D- 半 连续 算 子 而 且 是 有 界 
的 。 事实 上 ， 由 于 函数 A.C, £ Éis eo Em) 所 产生 的 算 子 映 
[LXQ)]"' A PO) HEER, GR EWO) 
范 数 下 |u。 - ol (0 推 得 在 L 范 数 意义 下 Dru, > Duos |r| < 
m， 因 而 在 L 范 数 下 
A,(z, u, Du, py D"u) 一 > A,(z, uo Dioy ty D"u,)> 
从 而 a(uo 9) — alus v), vo€ V, 
BJJ Aluta) — Alu) (n — co), 
算 子 4 的 有 界 性 可 直接 由 引 理 3。17 及 式 (3.168) 获得 。 
如 果 alu, v) iÉ E £ fE 
a(uyu-u)-a(0 u -v)> colu - vl?, (3.172) 


MK AERD PER, HI EW. 因此 定理 3.17 的 基 


本 假设 满足 。 若 设 投影 算 了 P, REX 的 且 P, Z> I Muku 
以 应 用 定理 3,17 而 获得 近似 解 的 存在 性 ， 收 敛 性 结果 。 

如 果 式 (3.166) 中 的 微分 方程 的 右 端 与 4 有关， 此 时 (3.171) 
已 不 便于 描述 现在 的 问题 了 ， 因 此 更 一 般 的 变 分 方程 
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a(u,u)=Ób(u,u) u, LEV 


的 解 及 近似 解 的 有 关 结 论 则 可 应 用 定理 3.18 而 得 到 ， 这 里 V 为 
Hilbert Z], alu, v), bu, VHV xV 土 的 二 元 泛 函 ， 当 ui 
定 财 它 是 线性 有 界 的 ， 而 当 o 固定 时 ， 一 般 为 非 线 性 泛 函 。 

如 果 再 设 H 为 男 一 Hilbert 空间 ， 天 = H, V 是 连续 地 上 且 
AKERA H, HRE alu, v), b(u, v) 满 足下 述 条 件 : 

Ci) Up > u, => alps 0)— a(t0s U); 

Gi) |a(u,o)| Ssa,(u)|oly;s vu u €V, XH au) V 
上 的 有 界 证 函 

Gii) oly 和 一 ia) 一 0Ctay U, = U3) Saju = ul a 为 常 
Ha 

Gv) |b, 9) —b(u, v)| < Mu, u,)|u-u,lylo|lz 8: 
i M Ohy 4) JJV XV EEIZ E 

(V) FE R>0, 0<8<a Ë voC V 

[b(u, v)| <ñlul|v+:lol,, v lul,2> R. 
记 S={u; u EV, lu|y<r,a(u,u)=b(u, v), VvEV}, 
S,- u, u,€ V,, ajy Sr, a(u,, Vn) = b(u,, u,)+ 
YV EV ls 

其 中 Vac V (B ERN, 终 妇 稠 于 V, r 为 某 一 足 够 大 的 数 
《 参见 定理 3.18)， 则 由 定理 3.18 可 证 S, 及 SESE S, >Si 

具体 例子 如 例 3,20。 

如 果 上 述 条 件 (Y ) 不 成 立 ， 这 时 利用 定理 3.19 也 可 以 得 到 相 
应 的 结论 ， 丰 此 不 再 详 述 ， 具 体例 子 如 例 3.15。 


3.5 光滑 算 子 方程 的 投影 角 
椒 节 讨 论 一 类 光滑 算 子 方程 的 投影 解 。 仍然 设 X, YJ 
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Banach ži, X, Y, DA X. Y 的 有 限 维 子 空间 ， 非 线性 
ATA X -~ 了， 它 的 近似 算 子 An Xa > Yn 方程 


Ar=y, z€ X, v€ Y ; (3.173) 
的 近似 方程 是 
A,z, = Yn 2 € X ns Yn EY ae (3.174) 


引 理 3.24 假设 算 子 4 在 球 3={zEX: |z-z°|< 6,} 内 
是 Fréchet 可 微 的 ， 其 中 ó, EE- EKZO HEELAL] 
ELY, X> MAL GDI IS 还 存在 4(0<q<1) 使 得 


sup |4'Ge)- A'(z° | <q/b, (3.175) 
liz-zoiisao 
lAz° -yl< ô - q)/b, ` (3.176) 


则 方程 (3.1723) 有 唯一 指 解 z* € S 且 有 估计 式 


<lz*- z |< +Z (3.177) 


r ir 


其 中 a= |][A(2°)] AT. =y), b 为 正 数 。 
证 定义 算 子 F, SCX- Y 使 
Fx=2-[.A(2°)]!(Ar-y), 
于 是 问题 等 价 于 讨论 F 的 不 动 点 。 如 果 我 们 能 证 明 FS CS 并 
FY- Frs gls -tls V: TES, MAH 题 将 获得 解 
决 。 
事实 上 ， 对 任意 ZE€S， 有 


Fr-z =z—zx° - [A (z=°)]`1( Az— g) 
= -[ A'(z°)] Ar - g] + [ Az — Az° — A! (2°) ` 
x (z—z°)]), 


根据 条 件 (3.175)、(3.176) 及 Frechet 导数 的 性 质 〈 见 附录 三 
定理 一 )， 得 


IFz-z9186 (200 9), 9 lz-x “四 )<a o» 


FSCS. XIEX my z,€ S 有 
Fz,- F z,= z —- 2,- [41° )] Ax, - Az,) 
= [AE] [AT — Az, = AHE?) (T, — z,)], 


Is. - Fa,|< b + -| 一 zj = qlz; 一 zz 
于 是 在 f 2*€ S, j Ar*= 
让 估计 式 (3175)， 注 意 


2*-z°= [AE A. y) -Ay 


x [Az*— Ar? — 4/(z*)(ze -Te)]， 


Wt lar -zeis atbera, 
Ct a-b. [z*-z°|, 


从 而 推 得 式 (3。177) 成 立 。 
定 还 3.22 假定 投影 算 子 P, X 一 X, Qa: Y—Y, 满足 


P. Sy a 25 A: 


(i) 方程 (3.173) 存 在 解 z*€ X, 

GD Ef A h: a*B D= (z, |z-z*|< ó, ó >0) E 
Fr chet Jo [ACN] EY 上 存 在 且 有 界 ， 并 且 Yuy w 
€ D 
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1A) - A (vi) Nix, yy <L|:u, -vlr (3.178) 


Gii) QA a") 一 > Aa) ( 离散 地 ); 


则 方程 

Q,42 = QaY, TnE X, (3.179) 
在 z* 的 某 邻 域 存在 唯一 解 形 E 关 ,。， 并 有 估计 式 

Iz ~—z*l<clP,r* — 2*|, (3.180) 


证 记 Q,A7z) 为 Q,A(z*) 在 外， 上 的 限制 ， 由 条 件 
(ii)、(iii) 和 定理 2.10 推 得 存在 四， 使 之 mn 时 [Q。A7(z*)]-! 存 
在 且 

I[Q, A GHT So, n>n, 


由 条 件 (i) 及 定理 2.2 推 得 存在 my Wn >m > n, 时 À 在 Poz* 
处 有 Frechet 导数 且 [QA (Pz*)]-! 存 在 ， 并 满足 


[QA (P,z*)]"1|< b, n 2 ns (8.181) 
其 中 6 为 常数 。 
Bir,- P,z*| <60(6,<6)， z, € X,, 由 式 (3,178) 及 Q,” 
I ñ, 
IQ,A'(P,z*) - Q, 4'(z,)| <|Q,l| A'(P,z*) - A'(z,)| 
Go 


uh IQ,I<Co, 故 存在 9(0<g<1)， 当 é <— 1 W, 
caL,b 


sup (IQ,A'(P,z*) -Q A (Ta) J) -9 。 (3.182) 


lz -p z*i<sa, b 
又 由 4 在 zx* 处 的 连续 性 ， 故 当 n 之 n, 之 n2 时 
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IQ, A(P,z*) - Q.u] = [Qa A(P,z*) - Q.A(z%)| 
<col A(P,z*) - 4(ze)| 
<ó(1-q)/b. (3.183) 


现在 将 引 理 3.214 应 用 于 空间 X, 与 了 。， 并 用 PRE., 
Q. A VE A, Quy 代 蔡 y， 比 较 式 (3.181)~(3,183) 与 引 理 3.24 
的 条 件 ， 得 知 当 "充分 大 时 ER S= {zs z,€ X,, |z,—- P,z°| 
<ó, 内 方程 (3,179) 有 唯一 解 区 EX,， 且 


lst- Partl < yEy IQAC) -Quy 
<del A(P,z*)- A(z*)] 
<de (f lG +(P,z*-z91a:) 
x |P,z*- z*| 
<de ( EGUES &L,) IP,z*— ze 
<MIP,z*-z*|, 


其 中 MM 为 常数 。 由 此 推 得 
zt- at] < prt- Pare + |P,z* ze] 
<c|P,z*-z*|, 
Frh c 为 常数 ， 此 即 式 (3.180)。 
例 3.8 考虑 积分 方程 
ECs) = ss ty (dt+ fe, a<s<b, (3.184) 


其 中 kls, t, z) fE a<s, t<b, -co<z<+eco 上 连续 ，f(s) 在 
181 


la, bl EBES. BRE 

(1) 方程 (3.184) 存 在 解 z*(t)， 

(2)kCs,t, z) 关于 ÆT THE s, tEla, b], |z -z*| <ó (Š 
为 常数 ) 上 有 连续 的 一 阶 、 二 阶 偏 导 数 ， 因 而 还 是 有 界 的 ， 

(3 ) 线 性 齐 次 方程 


z(s) =| HG, nz, H(s,t)= RCE TD 


只 有 和 零 解 ， 

(4) 定义 分 片 多 项 式 插值 投影 Pa Cla, b]=>C,[a, b] 使 得 
P,z—=z, vz€C[a, b], Geah Cala, b] Jy Cla, bJ Ayn EF E 
间 。 

基于 这 些 假设 ， 应 用 定理 3,22 可 以 证 明 当 # 充 分 大 时 ， 
(3.184) 的 投影 方程 ` 


HG) -P P,k(s, ty a(t) ydi + (P,fy(sy z, € Cala, b] 


(3,185) 
TE z* 的 邻 域 存在 解 zx#(s)E Calas b], TOE zš(s) 在 最 大 模范 
数 意义 下 收敛 于 zs*(s)， 其 近似 解 与 原 问题 的 解 的 误差 由 2*(5) 
的 插值 误差 所 控制 。 
事实 上 ， 如 果 将 方程 (3.184) 写 成 算 子 形式 : 
T= Kr+f, z€ C[a, b], fcC[a, b), (3,186) 
其 中 天 即 为 式 (3.184) 中 的 积分 算 子 。 显 然 这 时 K, Cla, bj> 
Cia, b] 是 全 连续 的 ， 因 而 积分 算 子 H: 
Hz= f, Hís, )zG)dt 


在 Cla, b] 上 也 是 列 紧 的 。 由 条 件 (2) 知 ASU - K) ñ: z* 的 
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邻 域 的 Fr chet 导数 存在 且 满 足 Lipschitz ph. m+ H 是 列 
紧 算 子 ， 故 由 条 件 (3 ) 知 4'(z*)= (I -KV HAAT 存在 


而 且 在 C[a, 6] 上 有 界 。 再 由 条 件 (4 ) P, -二 > BA K'E 
列 紧 的 ， 故 由 式 (3.57)，(1.39) 推 得 


P, A (a) 一 > 水 (ze) (离散 地 )， 


因此 定理 3.22 的 条 件 (i 一 (ii) 均 成 立 。 
例 3.9 考点 积分 微分 方程 


u'a) + 人 ps， b u(s))ds = f), 0<t<1, 
R (3.187) 


u(0)=u(1)=0, 
其 中 7 在 [0, 1] 上 连续 ， 而 ROS, 4) 关 于 (s, ts 4) 在 [0 1] x 
[0,1] x (=, +co) 上 连续 。 式 (3.187) 可 表 写 为 
Au+ Ku= f, u€ X, f€ Y, (3.188) 
其 中 X = (u, uE CCO, 1], u(0) =u(1) = 0), 
lu|x= max(|u|., hu las lula), vu€ X, 
Y =C[0, 1), I/ly =1fl., v f€ V, 
而 
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1 
Au= Gi Ku=f hls, ty uls))ds, (3.189) 


求 (3.187) 的 解 ， 即 是 求 算 子 方程 (3.188) 的 解 。 
GORE RG, ty u) RF u 连续 可 微 ， 且 
|R(s,ft,u,)-R(s, ty u,)|<Sa(s,t)|ui =u], (3.190) 
[ulss ty 4)— Boils, t, w) | <L|u, =u], (3.191) 
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其 中 als, HS0, max fias, Dds <3, 工 为 常数 。 (3.192) 


GIBA: 0=z,<z, <. <=,=1 为 [0, 1] 上 的 均匀 分 割 ， 在 
空间 Y = CL0, 1] 上 ， 象 我 们 已 经 多 次 用 过 的 ， 采 用 分 片 线性 播 
值 的 方式 以 定义 投影 ET Qa Y>Yn BA, Xi Q,v 一 0， 
YvE CLI0, 1]. ARX 上 ， 采 用 三 次 样 条 插值 以 定义 投影 算 
F Pa 入 -> X,. 具体 说 来 ， 记 SC3, 3; A)=1{S(7); SE 
W[0, 1]; s(z)G IT,, t z€ (Ti Lii), 0<i<n-1), 其 中 s€ 
Ws 表示 SECI] H 人 三 阶 的 分 片 连续 导数 ， H, 次 数 
不 超过 3 次 的 多 项 式 集 合 。 记 X = {un un€5S(3,3,A)，un(0) = 
Uall) = 0 人。 定义 投影 算 子 Pa XXn 使 之 满足 


(P,u-u)(z,) =0, 1<i<n-1, 


D(P.u -u)(z,) = 0, i= 0, n, 
可 以 证 用 [311， 这 时 Puu, vu X, 
2 
根据 这 些 假 设 ， 不 难看 出 筑 子 A=: XV 是 线性 有 
界 的 ， 它 的 范 灶 1A1<1, 而 且 4-: 存 在 且 14-:1<1.。 因 


A i= -| kis, pus)ds, 


s(1 =t), 0<s<t, 


As.D= | 
t-s), 0<t<s<1, 
WA TAUS w. ICA < 到 fl 
KAWY = lules 
w l4 wlz<hulr. 


记 A f-A'Ku=Tu, FARGB.188) EF 


`V 


u= Tu, (8.193) 
并 由 条 析 (3.190) 及 〈3.192) 知 算 子 了 是 具有 压缩 因子 为 9= 


max a(s,1)ds<1 的 压缩 算 子 ,从 而 3.188) 有 唯一 解 zeE X, 


ostai 
显然 式 (3.189) 中 的 算 子 K, XY 是 列 紧 的 。 故 K'(u*) 
CENK. WAFF: XY 为 


Fum Au+ Ku, u€ X, 


由 (3.191) 知 F (uW E. Lipschitz 条 御 的 。 。 i 
现在 需要 证 明 FUN 存在 有 界 。 由 式 (3.190) 知 huls, 
t,u*)|<a(s,t), DH 


IK'(u*)| < max ats pas, 
oct<ijo 
IA 'K'(ue)|l<q<1, 


所 以 了 + A K'(u*) WJ ff 且 有 界 ， 于 是 ,得 A+ K'(u*) = 
F'(u* 038 e B r Pt. WC F (u) 满足 Lipschitz 条 件 可 由 
(3.191) 得 知 。 


最 后 需要 证 明 Q, F’ (ut) — 严 “(ae)( 离 散 地 )。 采 用 例 2.16 
的 作法 可 证 ，Q,4 一 > AGN NOU). XE KUN 是 列 紧 的 ， 机 


且 Q,- I, 大 由 式 (3,57) 推 得 :QsK (ut) —, K'a»), 由 式 
(1。37) 得 


Q,A+Q,K'(u*)— A+ K'(u*) (离散 地 )。 


点 


应 用 定理 3,22， 方程 (3.188) 的 近似 方程 


RA Q, Au, +Q KT = Q,f, u,€ X 


Hn 充分 大 以 后 存在 解 ， 其 解 收 全 和 AC3.188),. BI (3.187) 
解 。 

英和 栖 的 数值 例子 如 例 3.16。 

土 述 和 例子 记 示 我 们 ,: 不 多 把 推导 便 可 以 将 定理 3.22 推 广 到 -一 
般 当 方程 (3.173) 的 右 消 是 一 个 列 紧 的 非 线 竹 算 子 情形 BB 

定理 3.23 假定 投影 HT Pn; XX, Qa Y-> 了 ,满足 


= 1, Q, Bn Ai Bi XY 为 非 线性 算 子 ， BERE 
绩 的 ， 且 ， . isa 
Ci) JE 如 = 有 有 有 在 解 2 CX; 
Gi) WF A Bier HBR D = z, 1z-z1<6,6>0} 上 
Fréchet 可 W, F Ai WA AE € L(Y, X), 
MALEO IIB (511; voon ED f 


(Awp = Aoig y S Lalu, = zz xy 
Ë loa Bvt yy <; vilx, 
其 中 L, m 为 常数 ， ` 
G) QAE) AE, ONRU), 
则 方程 Q,Az,= Q,Bz,, z,€ X, ; 
HE r* 的 邻 域 存在 唯一 解 24G X., JEA ARIF 
TE Meen Ed a : 
其 中 c 为 常数 。 
证 为 要 论证 结论 成 立 ， 莫 
Q,B'(z°) —B'(z°) 
因而 
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QA’ (2°) - Q,B'(z°) L, Anae- Ba’) 《离散 地 )。 
.由 于 ILA7G026)] 1 1B (z° )| <i, 从 而 存在 [4(z y — SB sE 
EL(Y ,XX)， 由 定理 3.22 推 得 结论 成 立 。. 
， 币 用 定理 3.23 可 以 讨论 诸如 alu, v) = b(u,o) 类 型 的 变 分 问 
题 的 近似 解 ， 在 此 我 们 不 再 细 论 。 
关于 光滑 算 子 方程 的 投影 解 的 讨论 ， 读 者 还 可 以 参考 [ 5 ), 
[15],[30],[31] 及 其 引文 。 


3.6 求 投影 解 的 变 分 方法 …: 


数学 物理 中 的 有 些 问题 ， 也 可 以 转化 为 某 一 民 函 的 极 值 问 
题 ， 本 节 我 们 将 证 明 ， 解 位 势 算 子 方程 可 以 转化 为 泛 耻 的 极 值 问 
题 ， 其 投影 解 可 以 转化 为 求 所 述 泛 函 在 有 限 维 空间 的 极 值 问题 。 
整个 这 节 ， 假定 XRH Banach 空间 ，X,。c 克 是 有 有 限 维 子 

空间 ，Ps X> X, 是 投影 算 子 。 

下 面 将 从 泛 函 取得 极 小 值 的 必 亚 条 件 入 手 开始 我 们 的 讨论 。 

假定 泛 函 f, XR 于 集合 QS X 中 是 Gateaux 可 微 的 ， 
并 记 Df(zo,h) 为 了 在 zs 处 沿 增 量 五 的 Gateaux 微分 ， 如 泉 
Gateaux 微分 Dfe M EREA MZ E, M 


f (zo + Àh) = fro) 
: ` 


DfG,,b = (D/G),hy = lim £ .UE X), 


(3,194) 
WDE y H E f s z. 的 WR C R WAR, 记 为 
Df(z。) =Grad f(z,), W3 f EE Fréchet TAH, WB 它 为 
f(z) 在 zx。 的 强 梯 度 。 为 区 别 起 见 ， 将 强 梯度 记 为 E) = 
grad f(z,)。 BA, ZE SOE z, NREARD ERX- X° 
WAPE 
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简单 的 例 了 ， 设 已 是 实 Hilbert 空间 ， 如 f) = lz], MJ 
A f+ ey) -f(z)=2e(z,y)+0(e:), e—0, Alt vzEH, f 
是 Gateaux 可 微 的 而 且 Grad f(z) =2z。 Mh F Grad f E Hg 
的 ， 因 此 f 在 及 上 也 是 Frichet 可 微 的 。 

值得 注意 的 是 ， 同 一 个 泛 函 ， 其 梯度 在 不 同 的 空间 可 能 不 -- 
样 ， 例 如 

fu) sgl u(t)dt, 
4 HLO, A DfGu hy = fubdit, FEEL 
o 

Grad f(u) =grad f(u) = u, 

X# H=-HY(Q 同样 有 Dj,h) = | nk)hCtydt， 同 时 

Q 


vhEHi CQ), HF 
Jaa a| tl 1t, Sl, thy > 
o 
它 又 是 H) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 央 此 存在 we H) 使 得 
f ahdi =w), A i= ht hddt, vh Bt, 
Q o 
ATII fE HACO) 上 是 人 richet 可 微 的 ,但 是 此 时 grad flu) 
=wW(4), 


假定 上 是 X L09938 A T EX KLIBER CE 
大 点 ) ， 如 果 存 在 re HRU), WEH EGU) 时 


FDS E) WE IEE). (3.195) 
ik f EN To 是 Gateaux 可 微 的 ， 点 ze 825 Í MIIA 3: 
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稳定 点 ， 如 果 
Grad f(z) = 0。 (3.196) 


-> REEM f 为 定义 在 QC X LIS, z€ 0 为 其 
肉 点 ， 假 定 了 在 re。 处 梯度 存在 ， 则 当 zç 39 f SE NG F < 或 本 
大 ) 点 时 ， 它 *-- 定 也 是 了 的 临界 点 。 

证 ERREX, FERR PU) = JG, +thy, WAT j Q 
的 内 点 ，9 UE = 0 的 邻 域 有 定义 而 且 w 在 tf= 0 处 是 可 微 的 ， 


dg = lim {lza tth) -f (2e) =Df(zo,h) 
= (Grad flra), A), 
如 果 z。 是 的 极 小 (或 极 大 ) 点 ， 则 t=0 是 9 的 极 小 (或 极 
大 ) 点 ,因此 -48 -| =o Aeg i 
(Grad f(z,),h) =0, vh€ X, (3.197) 


AA h 8. X 的 任 一 元 ， 故 Grad j(zo) = 0， 即 zs 为 临界 点 。 
iZ fe XAR HH fE z, € X 是 FEER C 相对 地 ， E 
M00382), ， 如 果 对 任 一 序列 (aye X, Lato 有 


fGo<liminf f(z,) 〈 相 应 地 f (30> fim.sup f(z,)), 
(3.198) 


如 果 式 (3.198) 对 任何 rs 一 zo 也 RE, 则 称 了 于 z, WT 
(上 ) 半 连续 。 

定理 3.25 i /为 定义 在 自 反 Banach 空间 X 中 的 实 泛 函 ， 
如 果 j 了 满足 

(i) cz) 一 +co， 对 jzj-> +o 一 致 地 

Gi) 了 弱 下 半 连 绪 


则 上 是 下 有 界 的 ， 而 且 在 某 点 z,€ X 达到 下 确 界 。 汉 如 果 z r S 
Gii) f 在 to 梯度 存在 ， 
则 Grad f(z,) = 0, i 
证 假 车 f 不 是 下 有 界 ， 则 存在 {7,}，nE NEES) 
-oo(n>00), HGD) (z,) 应 是 一 致 有 界 的 ， 由 于 空间 自 反 ，. 央 此 
存在 列 {tz,j，nE N'CN 使 得 zz。 EX, FE f(iz,)> -oo 
n€ N'CN。 由 条 件 (ii) 得 知 fo) < lim f(z,) = - ee， 这 是 不 
可 能 的 ， 因而 f 是 下 有 界 的 ， 
Q a=inf f(E), {2a} 为 极 小 化 列 ， 即 (za)-> almeoo), 
如 同上 面 的 道理 ， 存 在 序列 {Zo};，nEN’'CN, ri z, € X, 
jzo)< lim f(z,) =a, h a HEX, fE a, 9 fO.) = a, 
定理 的 最 后 一 部 分 可 以 直接 从 定理 3. 24 推 得 。 
HTF, E T ETET. 
算 子 ) ， 如 果 存 在 Gateaux MAR f, QGCXR EE 
F (z)= Gradf(z), z€ Q, (3.199) 


本 而/ E z AMMA. SORS B Preehet TWB, 
并 且 
F (zy=grad f(z), .areoy 

则 已 称 之 为 强 位 势 算 子 ， 而 f POS F 的 强 位 势 。 an 

下 面 的 定理 揭示 了 位 势 的 极 小 元 就 是 位 势 算 子 方程 的 解 。 

定理 3.26 设 了 7，X-~>X* 是 位 势 算 了 ， 即 存在 泛 函 tz) 使 
Tj =Grad t(z)， 又 设 I 

t(x 


Ci) Ha) 满足 增长 条 件 ， 即 丰 人 =， 当 lsj-*se (一 到 
地 )， : 

Gi K) 弱 下 半 连 续 ，- 
则 对 任 一 gE X*， 存 在 zoEX 使 
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ing E = f(x.) 
且 w. E TE 
Tais g + 1 (3,201) 
其 中 f(z)=+t(z)- (g,zy, 
ÉE IN : . 
Grad f(z)= Gradt(z) — g= T'(2) — g, 
因此 的 临界 点 即 为 Tz= g 的 解 。 为 完成 证 明 ， 只 需 验证 满足 
定理 3, 25 的 条 件 。 事 实 上 ， 如 果 令 r(z) = Ta 那 末 有 
FEG) = (g,zy2> r(a)ls] - telfon 
„n =[r(z)- Jojie. ` 
根据 假定 ， 当 jzl->so 时 ，r(z)->co， 因 此 定理 3。25 的 条 件 (i) 满 
Ey XN (z) HEPR, (0,2) qX LERNER, Bt f 
也 是 弱 下 半 连 续 ， 从 而 定理 得 证 。 
. .现在 转向 讨论 投影 方程 的 解 。 . 

” 引 理 3.25 # T, XXt 是 位 势 算 子 而 且 Gradi(z) = 
T(z)， 则 PZ, X, X b R S 9. HF 而 且 Gradt(z,)= 
PST (En) z, € X ne 

.证 根据 假定 ， 对 任 一 国定 的 z, € X, 
lim (Ta + Ehn 2e- > Th > 


s. 


=T tny Pahn) = (P3Tz,, ho), NE Kai 


此 即 表 明 PT x, =Gradt{a,), © ` ` a 
定理 3.27 ET 满足 定理 3.26 的 条 件 ， 则 对 任意 g€ X”, 
存在 z,€ X, 使 得 T SE AESA 
BEID E x (3.202) 


191; 


PrTr, =#Pg. 


其 中 f(y) =t(g)—- PRI, u2=t(v)- (g, u> YEX ne 
证 证明 方法 同 定理 3.26y RENE y 始终 限制 在 X。 上 。 
前 面 已 经 见 到 ， 为 了 保证 泛 函 f ERA RETFRR 2 
的 弱 下 半 连 续 的 假定 是 水 质 的 。 我 们 要 证 明 ， 如 果 位 于 算 巴 妮 单 
调 的 ， 则 位 势 必然 是 弱 下 半 连续 沁 函 、 在 (3.103) 式 中 ， 如 果 
a =.0， 即 当 T, X—- X* 满足 f 
(Te- Tu, z-120, Vz, v€ X, (3.203) 


则 称 7 为 单调 的 ， 如 果 上 式 中 的 等 号 只 有 z= 时 才 成 立 ， 则 称 
T PERA. TA, ME 7 强 单调 ， 则 一 定单 调 且 严 格 单调 。 
Eñ f, X-R 称 为 在 X 上 是 西 的 ， 如 果 


Htr rT PE) + (1-0; vry E X., t€ (0, 1 
(3;904) 


车 式 (3,204) 中 的 等 号 只 有 在 z=y 才 RY. 则 称 H PEA 
的 。 ri i 
定理 3.28 iSM f, XR f X 上 是 Gateaux 可 微 的 4 
则 下 述 命 题 成 立 a 

G) 如果 Gradf 是 单调 的 《严格 单调 的 )， NIFE 
《严格 凸 的 ) ， 而 且 弱 下 半 连 续 。 

Gi) 车 了 是 凸 的 (严格 凸 的 )， 则 Gradf 是 单调 的 (严格 
单调 的 "》 。 

证 记 政 (zx)=Gradf(z)， 由 于 下 是 位 势 算 巴 ， 于 是 由 
Lagrange 公式 ， 对 任意 zy roE X ese. 


fz) -f(r) = F(z,+r(z- z), z— zx 
=(F(z,)x 1-1) 
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+(F (z, +E, £= zy 
CFG, T), 
其 中 ，0<r<1, 由 F 的 单调 性 


LE (z, +r(z— m), (z-—x)>- (F z.) saz 


= LF + TOE Ly) F (zy TEL Ta) YA 


从 而 . 
EE) - f(za)> (F (2), zx), (3,205) 


Uz. 使 ro 一 my FÆLE (E), Tu= 2a)=>0(n—eo), BMS 
lan) fx) FF (zo) z, —z,)->0 (n>00),. 
Ji, liminf/er)>2 Gs, 8 为 弱 下 半 连 续 。 


进一步 证 / EEZ ZA). HIER 1€ (9 1) 2 
v€ X, 由 中 值 定理 ， 存 在 n€ X 使 


fGz+(1-1bD9)-fG)- (1-t) (BF(E), y~ z), 
£=axr+(1-a)p t<a<1, 
fy) -fet (l=)= tE yya), 
„5 n= fæst- py 0< P<t 
根据 F 的 单调 性 
(F(8)y- F (0) -D0 《或 >>0) . 
g- Ë= (f - a)(z- p) = @— B)(u= z), a> p, 
因此 


fæ- faira- FD) faz+ ZD) 
l-t t 
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20 RAVE 1). , (8,206) 
是 得 知 了 是 凸 泛 函 ( 或 严格 凸 泛 画 ) 。 
现在 证 明 (二 )。 考 虚实 变 量 的 实 值 函 数 
g(t)=f(y+th), 0<t<l， - 
RE h=r-y, nE € X, 由 于 了 是 Gateaux Eon 且 是 AR 
〈 或 严格 凸 的 7 ， :因此 函数 p ERIH 或 严格 目的 y, #E 
EO 1) 上 可 微 ， 于 是 g'(t) 是 增加 的 《或 严格 增 的 )。 然而 


wass. p= d feyt th) = (E ty +h), b, 
po : 
所 以 CFG) Fa, == u) = yaj 9/(0)>0( 或 >0j， 
定理 3.29 k T, X-X* 是 位 势 算 子 而 且 函 数 (Z (iz), zx) 
对 固定 的 XC X, 4 +E (0, 1) 时 ， 关 于 tR, AWE 


noro SRo, gja BR 


Gi) T 是 单调 算 子 ， 
则 对 任意 g e X*, 方程 
Z= g, - (3.207) 
PšTz,= Pag, rn EX j (3.208) 


FEI iE. sss R AS EA ET EAIN. 即 如 
果 za, rn 分 别 满足 


inf (£) - (gx #))=t(%0) (gy Tods ` 
rex 


inf AY) ~ (PRI, YY Eny = (Phg, z), 


则 2, z, 分 别 为 式 (3.207), (3.208) 的 解 ， 其 中 TO) = 
Gratttry, E Hro cm Gyi < 
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SGD 908 Ta 245 单 请 的 ，. 则 上 述 解 xz。 还 是 唯一 
的 。 EA 
证 “结论 (iii) 是 明显 的 。 为 证 明 所 有 结 ai 根据 定理 
3.26、3.27、3.28， 只 需 验证 i |z|— ký, Tr 悦 吕 就 行 
了 ,事实 上 ， 由 于 (7 (sz), z) 关 于 s 是 连 BR TRZA E) 
可 表示 为 《参看 附录 三 ) 104| TGD, ds. æ 
(i= (Ta e/h F MARA 大 以 后 
Kaz)/lzl=MKoyizl+ frondaro + f; Msz) ds, 


RENEM, PE oE 1)， 使 
1(z)/|z|>1(0X/1z]++h(om), 


这 里 o 虽然 与 > 有 关 ， 但 当 o> [r], kloroos 
因而 结论 成 立 。 

到 现在 为 我 们 只 是 证 明了 j -位 势 算 了 方程 在 一 定 条 件 下 解 
及 其 投影 解 是 存在 的 , 而且 其 解 可 以 通过 求 极 小 元 而 获得 , 我们 还 
没有 涉及 投影 解 的 收敛 性 问题 ,下 泗 的 引 理 3.26 指 出 ， 式 (3.208) 
的 解 {2,} 是 -一 个 有 界 序列 。 因 此 若 对 算 子 企 页 附 加 一 些 很 定 ， 
例如 满足 强 单 调 条 件 而 且 连 续 、 有 界 ,， 则 {Ps7} 是 渐 近 正规 
的 ， 因 而 由 83.4 的 有 关 正 规 算 子 方程 的 一 般 理 论 可 得 收敛 性 结论 
以 及 相应 的 误差 估计 ， 在 此 不 再 细 述 。 下 而 我 们 将 证 明 ， 奶 果 候 
定位 势 是 增长 的 、 连 续 的 ; 严 烙 本 的 ， 那 末 (3.208) 式 的 解 将 弱 
收敛 于 原 方程 (3.207) 的 解 。 

为 了 下 面 的 讨论 ,我 们 假定 泛 函 , 帮 z) 在 ro 点 取得 下 确 界 d, 
即 


= daf) = ini f(s). 
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我 们 知道 序列 (z, C X kA f hq EE R 
lim f(x,) =d, (3,209) 
引 理 3.26 设 fE X 上 的 实证 函 ， 满 足 
G) d=inf f) =f), 
Ny (um f(x)= +0, 
划 任 何 极 小 化 列 都 是 有 界 的 。 

证 设 {7,}CX 是 极 小 化 序列 ， 如 果 不 是 有 界 的 ， 则 存 胡子 
PHYA WHY >m(ma= 1, 2 …)。 今 假定 me> dy 根 
据 象 件 (ii)， 可 以 选 得 {yn} 使 j 

Ym) >$ Ym) > Mos. M> mo m= m mi + 1 + 
因此 d= lim f(ym)>m>d, 
这 一 矛盾 证 明了 引 理 正确 。 

‘ eo 
现在 假定 子 空间 X.C X... B dim X.=n, X= U Xn 
引 理 3.27 ”假设 f E X 上 的 实 泛 函 ， 满 足 
G) d=inf fG)= f@), 

Gi) da= inf Ky)= f(a) w€ N, 

sex, 
Gii) f(z) 上 半 连 续 ， 
则 {z,} 是 极 小 化 序列 。 
”证 根据 (i)d = inf f(z)， 我 们 假设 {wx 中}CX 是 一 个 极 小 
化 列 使 得 
flum)<d+i, n€ N 


由 于 X= U X, 于 是 对 任何 ww MER ER ôw BETR 
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vm e X, 使 得 

1609 ~ wu) <y 
因为 /上 半 连续 ， 国 此 ó, 可 以 取得 充分 小 ， 使 得 当 4EX 且 
Huo -可 <。 时 有 fK UM 1, m 


fu- ja>- 1, 
u=, Fi 
fGom)y<fae)+-<d+ 2. 


又 由 条 件 (ii) 
fxm) = dm= inf f(y), 
sex, ` 


FE f(zw)<f(v )<d+2. 


另 一 方面 ， 由 于 fand, FE 
lim f(x») = d. 


定理 3.80 设 了 : 六 一 XX* 是 位 势 算 子 ，T (XY) = Gradt(z), 
tc) EH Banach 空间 X OERZ, (TOI), z) 关于 
t 是 连续 的 (ftE [0,1])， 又 设 

G) (Te=,z)/|z]|>°e(#ü t(z)/1lz]-°9) 〈1z4->co)， 

Gi) T 是 严格 单调 的 ， 
则 方程 (3,207) 及 (3,208) 均 存在 唯一 解 ， 车 分 别 记 其 解 为 Yo、 Tn 
EN), IR z,—z (n=), 

证 由 定理 3,29 知 解 To EN AFE HE , ME z,. > 
分 别 为 f EX, X. L 极 小 元 ， 其 中 jz) =t) - (g,2), 
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下 一 步 证 明 ， 存 在 {zj} 汐 弦 收 化 于 zo 的 子 列 。 事实 上 ， 由 
3ef(z)=t(z)- (g,z), JR R NERE, WON f(z) 也 是 连 
续 的 。 利 用 引 思 3.27，{z 叶 是 fz) 的 极 小 化 序列 。 又 根据 引 强 
3.26 知 {7,} 有 界 ;* 由 于 X 是 自 有 反 的 ,因此 存在 FI (Ym) ME 
N'EN, 使 yn 一 yo€ X. Buri. = zo， 事 实 上 ， 由 7 的 单 
调 性 知 jz) 是 弱 下 半 连 续 的 ， 故 

fiyo) < limin[f(ga) = limflym) = f(z,)> 
PEN 极 小 元 的 唯一 性 知 Yo = To. > 
— üE], BEALE SKF Lo HRR, MEEF 
me Muga), WAB hke NYEN; 3k F zz 
£ Ei — PERTEK y P 
Fo < liminf fC) alimf (zr = f, 
它 又 与 唯一 性 相 矛 盾 ， 定理 得 证 。 f 

一 般 情况 ,如果 F(z) 是 弱 下 半 连 续 , 而 且 ./z) 在 安 间 六: 上 存 
在 下 确 界 中 ,又 如 果 已 知 os inf Jo) JOB dd 则 人 中 
的 任何 弱 收 敏 子 列 的 投了 眼 均 为 ,Az) 的 争 小 点 。 事 实 上 ， 设 zo 是 
子 列 {zwe} 的 弱 极 限 ， 并 H f/Go>4 ë, e 为 任意 POER: 
选取 no Bi n>n IJ, da<d tesil py n>n, a Sea +e, . 


又 由 于 /(z) 是 弱 下 半 连 续 的 ， 故 f(x0) <d;， 从 得 巴 质 ， 
例 3.10 ”考虑 下 述 线 性 问题 +w ir e 


-Au=g(z) z€ Q` 
{ graha . (3.210) 
u(z)=0, z€ òo B n: 
在 Hi) ERY X 这 里 为 a Wawa. Ime L: 
(Q). $ i GDP gi . 
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我 们 已 经 熟知 (3.210) 的 变 分 方程 是 全 


atii) 3 (g, vv€ Hi(9), 


n Š "+ 
其 中 a(u,u) fà -Z a "K: 


(g,9) = [arvas aog 
L? A 


定义 算 子 机 HI(Q) HQ K, LQ ËA E 
Aint R 


(Au,v) =a(u,u), 


(Kg,u) = (9,0) 2 
ñ A Erea 


Li ta k B3 
于 是 (3.211) 式 等 价 于 
Au= Kg. 
a. AY. SEA N" 
我 们 证 明 ， 算 子 4 EZD 
tu) =} (Auu) E 221 (3.215 


的 强 梯度 事实 上 ,Vv hE LO 


afha Outh) V1 
Kuh tuye :a( ‘Or Jaz ah 


WẸ 
Aiea age 
2): < ÒT, OF: Voz Z A 
a| [ou oh 1 AE 
-JÈ Bzr os d+ aP 


BA JE SWT, w |b[>005, (4h, Ay|/1h1->), IER 
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上 4 为 位 势 算 子 上 是 Au=gradt(u), 

显然 (4) 是 满足 定理 3.30 的 一 切 假设 条 件 的 ， 因 此 我 们 可 以 
由 此 而 得 到 近似 解 的 存在 性 、 收 敛 性 有 关 结 论 。 

例 3.11 考虑 非 线 性 边 值 问题 


-Au=g(z,u), z€ Q 
l uz)=0  ，zEoQ 
的 广义 解 ， 其 中 Q 为 R" 由 的 有 界 区 域 ，9(z,2) 在 Q x R 上 连 
续 而 且 满足 : 
[g(z,z)) -g(z,z,)| <a| Z1- 23l, @<1, VZ2usz,€ R, (3.214) 


(3.213) 


|g(z,z)| <a(z)+b|z|, a(z2)€ L2(Q), b>0. (3.215) 
《3.213) 的 变 分 方程 是 
a(u,u)= (gu) , VEHI), 


其 中 a@,= D -AE Sma, 


rora 
(gv) , = foue yvteyas, t 
h 
这 时 可 定义 RENT A HD HIRERE 算 子 B, 
Hi(Q)>Hi(Q)， 使 
(Au,v) = a(u,v), CBusu) =i (g0) ,, 
从 而 上 述 变 分 方程 化 为 
(Auv) = (Bu,v), YVER), 
这 里 内 积 均 定义 在 H; (Q) E. 于 混 何 题 性 为 求 xE 厂 1， 使 
Aus Bu, e. (0.810 


现在 考虑 泛 函 ' 


u(x) Ye 
pu)=|dry g(z,z)dz, wsE HI(Q), (3.217) 
° 


由 (3.215) 式 ,yz) 在 工 (Q@8) 有 定义 ,因此 在 H1Y(Q tB 3 X, 
进一步 可 证 明 它 存在 Fréchet 导数 并 且 


dy(u)-h = |g(z,oMz)dz， u, AC HICQ). — (3.218) 


° 


事实 上 上 ， 因 


oD = Yu +h) = plu) = [gutay hr) dr 


o 


bs {fe oe, dz- ger, ua} 
° 


=| flee + ih) -gC 1dt Haz)dz, 


o 


应 用 中 值 定理 知 ， 存 在 r€ (0,18: 


alu,h)= [Lgu +rh)- gE, u Ih dz, — (3.219) 
a 
为 了 证 明 (3.218) 式 ， 需要 证 明 
1im h 0 (3.220) 


Eaten 
ARIA HIETALA. H 3.219 R 
lo(u,h)|<lg(,u+rh)-g(z,u)| eiA] 
Lao). 


m) o + (3.221) 


XH (3,215) 及 83.3 汐 引 理 3.17 知 g, L'(Q)—> L:'( Q) 连续 
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的 ， 因 此 当 I41 ya o 一 0( 同 时 有 141.。。 一 0) 时 
[g(z,u+rh) -gz, 1 ko = ç 


从 而 得 知 (3.220) 式 成 立 。 Wy WEOE Q 
现在 令 fu)=tu)-yu), Hh tu) 由 例 3.10. 中 的 R 
(3.212) 定 义 ， 从 而 得 知 


gradf(u)= Au- Bu, vu€ H1(0), 
同时 fu) 也 是 连续 的 ， 又 由 (3.214) 式 


(Bu = Bua, o) < |a|uiGz) -wz)1le(z)1dz 
° 
' <alm ~ul ro Wharo 
<aju = ulol, vu, t, vE HO), 
W (Bu, - Du,, ú,-u,)y<a]u -ub Yus EHO) 因此 
Au- Bu 是 强 单调 且 连 续 的 算 子 ， 同 时 


(Au—- Bu, u)2(1-aylu]|t+(.A0-—- B0, u), 


(Au- Bu,u) (A0- B0,u) 
Tu ->(1-a)lul + — l 
" O 


应 用 定理 3,30 知 (3.213) O83,21605 8 K 8 EW TE, F 
HR SI EU EE, H T 如 一 Bu 是 强 单调 算 子 ， 因 
而 也 强 收 伍 于 原 方程 的 解 。 

例 3.12 FE 
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ká 


n 0 w. ðu . . 

[š (Ia 9n)= 7, z€ Q (3,222) 
u=0, aco0 

E COE X JUR 9 为 R" 中 的 有 界 区 域 。，p>2(p 


= 2 时 ， 即 为 例 3.10 的 (3.210)).JE Lo, Litai, 而 


#, ou Yy 
va- (ÈY 
(3.220 X SY FY 
a(u,u) = f(v), uo CW; Q), (3,223) 


其 中 alu,v) =|1Val>->VarVoaz， 


Q 


fw)= [fawadz . 
o 


类 同 于 过 去 所 采用 的 方法 ， 定 义 算 子 .4 LERA ay’ 
及 B: LUO), EBOADA W1 的 对 偶 空 
间 。 art 


(Au,u) = || Vu|?-:2Vu.Vodz, 


3 
(Bf, v) = [FE dz, 
o 
于 是 (3.223) 式 等 价 于 
Au = Bf, uC WKO). (3,224) 
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在 本 例 中 ， EX o RER 
lvl = ( lvwlr dz ) 


RA CSOVES A. DRINKO 
是 自 反 Banach 空间 。 
我 们 证 明 4 是 位 势 算 子 ， 而 且 其 位 势 为 


|= 
tw) = -三 Joe 
为 证 明 这 点 ， 记 FE =- F, EER", 因此 有 、 
+ F(E) = lEI Eo 1<i<n, 


Pn F(E) = Cp- DIENE Es t IEIS 1<i, j<n, 


FE +n) - FE) -HEE 9 + oC, n), 
|o(£,n)|<c(p (11 + Inn c(py 536 38 AT 


[Eva +a dz- [FV uada 
2 v 
=| Ivolr -2 Vu + Vhdz + o(u, h), 
o 
这 里 |o(u,h)|<c( p) [qvul + 上 vk1)?-*1hvhl?dz, 另 一 方面 
° 
(vv vhdz | <u>, 
9 š 
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因此 对 于 固定 的 EWO) 


<Au, h) = | 1yul?=+yu > yhdz 


Q 


是 线性 有 界 泛 函 。 又 由 Hölder 不 等 式 


J vul + 1981921 9h]dz<Clul + jA, 
o 


中 由 0 [dl 
这 样 Au=grad t(u), 


从 而 lim AeL =0， 


因而 O 也 是 连续 的 。 由 于 1(w) = —- ul”, 所 以 


t(u) 
a Jul DRA 
现在 证 明 LOO EPER E 3 JK B 05, RIR u, o € 
WKO)» i Q = (z€ Q, Vu = Vb fe G W BI F0, 于 是 当 
PECO 1) 时 


i [F oça+ (1 -6)Va)dz 
o 


=Í FOvut (a - 0) vn) da + f F(0Vu+(1-0)Vuo)dz, 
2 o-ù 
另 一 方面 ， 因 为 实 函数 1s|” 于 R 上 是 严格 凸 的 ， 因 此 当 ze Q 
时 。 
F(0Vu+(1-0)Vo9)<0F(Vu)+(1-0)F0Vo), 
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T z€ Q - Q 8 
F(0Vu +(1-0)Vo) =0@F(Vu)+(1-0)F (Vv), 


ATDHE OOE ea, AS. 28 得 知 算 子 4 是 严格 单 
调 的 。 又 由 算 子 AK AKAM), OAF t 是 连续 的 。 

基于 以 上 分 析 ， 算 了 4 满足 定理 3.30 的 一 切 要 求 ， 从 而 获 
得 解 及 投影 解 的 存在 性 及 收敛 性 结论 。 

应 用 变 分 方法 求 微分 方程 近似 解 殉 一 般 性 的 例子 可 以 在 C, 
D, Muxang 交 变 分 方法 的 数值 实现 》-- 书 中 找到 [19]。 从 我 
们 列举 的 例子 以 及 (34,197) 都 可 以 看 出 ，- - 般 说 来 ， 对 于 非 线性 
算 子 方程 A4u = f， 加 果 算 子 T'， X X% ikiz tu) 的 梯 
度 ， 其 中 Tu = Au—- f, EAK u, 为 1(4) 的 临界 点 时 ， 必然 导 得 

《do- 户 有 =-0， yhev, ` 


因此 ， 泛 洱 求 临界 点 ， 本 质 上 也 是 求 算 子 方程 的 弱 形 式 的 解 。 
3.7 解 投影 方程 的 数值 实现 


与 线性 问题 的 情况 机 比 ， 求 非 线性 投影 方程 的 解 要 复杂 种 全 
难得 多 。- - 且 子 空间 选 定 后 ， 投 影 方程 就 转化 为 非 线性 代数 方程 
组 的 求解 问题 了 ， 其 求解 的 一 般 方法 在 J。M。Ortega 与 :W.C。 
Rheinboldt 的 《多 元 非 线性 方程 组 迭代 解法 y —: l; ( 有 中 译本 ， 
科学 出 版 社 ， 1983 ) 中 有 较为 详尽 的 叙述 。 这 里 我 们 从 算 子 方 
程 的 角度 介绍 某 些 投影 解 的 此 较 典 型 的 数值 实现 方法 ， 鞭 外 包括 
牛顿 法 、 压 缩 选 代 法 、 单 调 ( 算 子 ) 迭 代 法 以 及 同 伦 不 动 点 算法 。 
有 有关 这 类 方法 的 深入 论 让 氢 另外 再 讨论 。 此 外 ， 梯 度 法 也 是 常用 
方法 之 一 ， 本 书 未 能 涉及 ， 可 以 参看 [10]、[6]。 

牛顿 法 是 目前 常用 的 方法 之 一 .如果 T， 一 了 于 XX 上 
Fréchet üf IRIE: Tu = 0 的 投影 方程 
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PTus=0, u,€ X, (8.225) 
的 解 可 核 下 述 牛顿 迭代 程序 从 初始 值 u BRAE j= b 
2 ，… 为 其 近似 解 : 
O PA agy ug ug) -PT (3.226) 
如 果 X=Y 均 为 Hilbert 空间 H 时 ，(3.226) 式 又 可 以 写 为 


(T'u) (ugt uh), Va) = (Thh), u.) u € H,. (3.227) 
这 种 方法 的 特点 是 ， 先 建立 投影 的 非 线性 方程 ， 然 后 用 牛 顾 法 求 
非 线性 方程 组 的 解 ， 而 且 选 代 过 程 始 终 在 空间 X, RH, Hj 
行 ， 我 们 简称 它 为 牛顿 投影 法 (NP 法 )。 另 一 种 方法 是 先 将 非 线 
性 方程 用 牛顿 法 化 为 线性 方程 ， 然 后 用 投影 法 求 其 近似 解 ， 即 设 
原 方程 为 Tt = 0， 采 用 牛顿 法 ， 从 某 一 初 值 v, 出 发 ， 由 方程 


T’ (Ua) Unti ~Un) = -T(u,) (3.228) ` 


确定 vas 在 确定 v 的 过 程 中 将 由 投影 方式 求 出 其 进 似 解 。 这 种 
方法 与 上 -种 方法 不 同 之 处 在 于 每 一 步 法 代 过 程 中 方程 (3.228) 
的 狼 影 方程 可 以 不 取 同样 维 数 的 近似 子 空间 ， 包 此 ， 当 开始 在 精 
雇 要 求 不 高 的 情况 下 ， 采 用 低 维 投影 方程 可 以 大 大 减少 计算 量 。 
我 们 称 这 种 方法 为 投 及 牛顿 法 (PN 法 )。 如 果 每 一 步 选 代 过 程 中 ， 
其 投影 近似 于 空间 均 保持 不 交 ， 恒 取 NP 活 中 的 H, B o, =ut, 
IR PN 法 与 NP 法 是 一 致 的 。 无 论 是 采用 NP 法 还 是 录用 PN 
法 ， 从 理论 角度 讲 ， 都 必须 要 求 算 子 满足 牛 顷 闪 代 法 收 敏 的 有 关 
条 件 ， 在 此 ， 我 们 不 打算 细 论 。 
例 3.13 ”考虑 积分 方程 


ult) -f ereo? dst F- pie 1-1], 0<t<1, 
° 


这 一 方程 的 准确 解 是 u(t) = 下。 本 例 显然 满 足 定理 3.6 的 条 
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件 ， 现 在 用 NP 法 求 数值 解 ， 其 中 投影 方式 采取 配置 法 的 投影 ， 
而 迭代 过 程 采用 拟 牛 顿 过 程 。 

我 们 将 [0, 1] 用 ,i =1，2…，7 分 为 n 一 1 等 分 ， 并 取 山 形 
Zes), i= 1, 2，…，n( 见 (2,24)) HE n ÆR. XA 
似 解 为 


#: 
u (s)= > c e,(s), 
= 


因此 其 投影 方程 为 非 线 性 方程 组 ( 见 (3.87)) 
e" 


i 
-À wie eg: =R Ci i 2 n) 


w eó sfo gip zipoe b atenh 


1 ë n- n-1 
Gn =f O yj Ep we =š, Hiep, 


-11f( 1 1 1 .. ` 1: 1 
tw)= 持 (5 aopa- O 8712 


于 是 上 式 化 为 


-Ci 2 

e e < e pe e 
相交 
i (i ka >= tai t" t-q 


e -ch t - e- 1 4 
tz ° f )- vti t— C sO i=1 2 .dy 
Ben=10 Wi 
0.05, 0.3833， 0.5214， 0.6273,. 0.7186 
0.7953， 0.8664, 0.9319, 0.9928， 1.05. 
应 用 公式 〈3.226) 采 用 拟 牛 顿 法 经 过 五 次 选 代 算 得 结果 如 下 表 : 
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c | 迭代 解 准确 解 
o, 0.000565 0 

c, 0.33378 0.3333333 
Cs 0.47174 0.4714045 ` 
c, 0.57759 0,5773502 
cs | 0,66682 0,6666666 
ce 0.74542 0.745355 
ë; 0.81650 ` 0,81649 
Č; 0,88186 0.881917 
Co 0.94272 0.942809 
Cio 0,99999 1 


例 3.14 考虑 积分 方程 


Yo)= 人 [az+ 2m) uy) ] dy 


的 投影 解 。 此 方程 有 两 解 4=2 及 w=55 一 4。 

将 上 述 方程 写 为 算 子 形式 便 是 w= Ku， 其 中 K 代表 积分 
AT. GES K 是 工 (0, D 上 的 列 紧 算 子 [16]， 而 匡 是 过 
续 的 。 现 将 [0, 1] 等 分 为 + 份 ， 结 点 取 为 m = ih, h=1/n i= 0, 
Db eo n, XJR(@2)) i=0, 1 … n 3316838, (8882 
片 线性 插值 函数 空间 H, W HCH =L. & 


n 
Vs = up), 
得 到 Tanepkna 方程 为 本 
n 1 1 LJ 1 
Sencoenderap seoan eh sana) 


feos Bonin) a 
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1 i ' 
a2 f ZICT)dc + +f. g (z)dz, 1=0, 1, =s n, 


将 (2.24) 式 中 wi(z) 的 具体 形式 代入 得 一 非 线 性 代数 方程 组 。 用 
牛顿 法 求 其 解 ， 其 结果 列 入 下 礁 〈 误差 为 10…)， 


#2 
a moe Ce a a a se da 
= A a pifon] mt 
o o [o |-0.307531x10% -4 |-4.25|-4.00090 
0.1| 0.1| 0 0,10000 | -3.5 .人 3.75|-3.50091 
0.2| 0.2| 0.1| 0.26000 | -3.0 (=3.25 -3.000090 
0.3| 0.3| 0.2| 0.30000 | -2.5 |-2.75|-2.50000 
0.4| 0.4| 0.3| 0.40001 | -2 |-2.25|-2.00000 
0.5| 0.5| 0.41 0.50001 -1.5 |-1.75|-1.50000 ” 
0.6 0.6| 0,5. 0.60091 -1.0 |-1,25 |- 1,00000 
0.7| 0.7| 0.61 0.69999 | -0.5 -0,75 |- 0.50002 
0.8| 0.8] 0.7] 0.80002 | o =-0.05|-0.496504x 107" 
0.9| 0.9| 0.8| 0.90000 | 0.5 | 0.25| 0.499997 


1.0| 1.0| 0.9| 1.00000 | 1.0 | 0.75] 1.906000 


HB T K 是 全 连续 算 子 ， 根 据 定 理 3.4， 近 似 解 收 和 敛 于 原 解 。 
例 8.15 考虑 边 值 问 题 


du 


- qa: tattu =u +a- 
⁄ (0<z<1) 
u(0)=u(1)=0 š 
的 Famepgas 解 。 此 例 可 以 看 成 定理 3.19 的 一 个 应 用 。. 
上 述 问 题 的 变 分 方程 为 
alu, v) = (f(u, 2),0), Vo6€ Hi(0, 1), 
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其 中 ， alu, »=f (3 r Gt+ 18] odz, 


(f(u,x), v) = 上 flu, z) vdz， 


Je z)y=ut+9r5-32t+35 aana, 
在 子 空间 H, cH}, 1) 的 NP 迭代 格式 为 
augt- ud, o.) — (fa (ug, S) (ukt uh), Vn) 
= aluh, Up) + (flu#, T) Vv,), 


整理 后 得 


Ci ) -3 (u4 )’u} +, Un) 
= (fuks Z) Un) — (2(u4) y Va)s 
VE H.. 


现 用 LG =0 1, es 16) 十 六 等 分 (0， 1), 并 到 H, 为 分 片 线性 插 
值 通 效 空 间 ， 其 基 函 数 为 山形 函数 ， 于 是 dim H,=17, Vl ua s 
0 为 初始 舍 ， 通 注 16 次 选 代 后 得 到 三 ?7 在 G= i, 2s 15X4 
的 值 见 才 3( 共 中 心 = i/16)。 n | 


ip mm ij Bego (i| xe. 
1j -0.05861168 | 6| -0. 23444264 | 11| —0.21498536 
2 -0.10940795 | 7| -0.24616541 | 12| -0.18756671 
3 | -0.15238887 | 8 | -0.25007430 | 13| -0.15239987 
4i -0.18755469 9 | -0,2461918 14| 一 0.10941744 
S| -0.21490580 | 10| 一 0.23444965 | 15| -0.05861767 


此 题 真 解 为 4=z(z 一 1), 真 解 在 z+ 上 的 值 见 例 3.17 所 列 的 
表 。 计 算 实践 表明 ， 如 果 采 用 PN 法 选 代 ， 对 于 本 题 也 可 以 得 到 
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类 同 NP 法 一 伴 的 计算 精 变 ， 根据 定理 3.19， 近似 解 KATA 
解 。 
例 3,16 考虑 积分 微分 方程 


| ur) + f stu(syds= $ -2 0<t<l 
h 


u(0)=u(1)=0 
的 配置 解 。 显 然 它 是 例 3.9 的 特殊 情况 , 它 有 真 解 u(t) =t(1 ~t), 
今 取 n=10, 并 选用 三 次 B- 样 条 作为 近似 空间 Xa (参看 例 3.9) 
的 基 函 数 ， 用 配置 法 得 到 配置 方程 后 通过 牛顿 迭代 法 求解 ， 得 出 
结果 列表 如 下 


表 4 
坐标 z š 近似 角 FEET |a 
0.1 0, 08999139 | 0。 | 0.6 | 0.23999691 |o.24 
0.2 0.15999800 | 0.16: or | 0.20999718 | 0.21 
0.3 0.20999736 0.21 g 0.15999776 0.16 
0.4 0.23999697 : 0.24 0.9 ， 0.08998722 0.09 
0.5 0.24999660 | 0.25 1 一 0.74505806 x 10°50 


| 
牛顿 法 要 求 算 子 光滑 ， 且 对 初 值 的 选取 要 求 接近 于 真 解 。 如 
果 算 子 是 压缩 能 ， 可 以 采用 下 面 介绍 的 友 代 法 。 
设 4: H>H 是 压缩 的 ， 那 末 方 程 4= Au 的 投影 解 u 
近似 伪 可 按 下 述 程序 


ug*! = P, Auf, ug € H, 3) 918 š (3.229) 
ATARE. 上 述 格式 也 可 改写 为 
(ukt, p) = (Au p) v ç€ 万。 (3,230) 


这 样 经 过 ! 次 迭代 以 后 得 到 x4* 不 难 算得 
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2-a! 
1-a 


|uš -u*| < Jug — Ausl, 


其 中 u* JAR a 为 压缩 因子 。 

正如 $3.1 所 见 到 的 ， 如 果 算 子 A: H>H 满足 (3.6), (3.7) 
时 ， 方 程 44=f 的 解 可 以 化 为 压缩 算 子 的 不 动 点 问题 ， 特 别 当 
(3.6)、(3.7) 式 中 NCr) = 有 >0 M(r)=a>0 为 常数 时 ， 即 4 
EH CRER ERRER a 的 强 单调 性 条 件 , 又 满足 以 6 为 常 
数 的 Lipschitz 条 件 时 , 方程 Au = 上 的 投影 解 u, 可 以 通过 迭代 
格式 


uñ! =uġ -IP Aã) - f) (3.231) 
而 获得 近似 解 ， 其 中 1€ (0, 2c/B:)， 式 (3.231) 也 可 以 改写 为 
Cuit, 0) = (ui, g) -I(AG4)-f, oy p€ H,. (3.232) 
又 如 果 (3.6)、(3.7) 式 中 ，B =1, a = 0， 此 时 求 方程 
u+Au=f, fEH 
的 投影 解 的 迭代 格式 可 以 取 为 


ugt! = (1 = tayuh +P, Suh, (3.233) 


其 中 Su= f- Aw OKUSI B TG -t0 Rio, WB B= 

时 ， 有 
DE a 

这 时 ul hD u 为 投影 方程 的 次 解 。 


如 果 算 子 4A H>H 只 满足 具有 常数 为 & 的 强 单 调 性 条 
件 , 又 假设 4 为 有 界 算 子 , 此 时 可 采用 下 述 和 迭代 格式 而 获得 4u = 
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0 的 近似 投影 角 
uht =u- a P. AGu8), (3.234) 
其 中 a= dylan (AERA, X a, Rio EÈ a kak 
而 cy 满足 关系 
1(8 I+ SS>] +y, 


Huh, ó2>y>0 WERKA IB OII (P Asa Paf) # H, Z 
BPB ABB E WIKRE BT Pis Prs s Pa 为 H, 的 基 时 


CPadu# - P, = 3: Phr, 
k=1 


Ie np z. È. 
与 前 面 情况 类 人 也，(3.234) 式 也 可 以 写 为 内 积 的 形式 。 
例 3.17 考虑 边 值 问题 


-dir +u= + cosu 一 I-cos[zGe-1)]+z(z-3)-2, 


0<zxz<1, 
u(0)=u(l)=0, 


KAERA 讨 沧 过 ， 它 的 变 分 方程 可 以 转化 为 压缩 算 子 
方程 。 采 用 (3 交代 格式 以 求 投影 解 的 近似 ， 即 


alut, v) = biu, v), vyvE Hn 


Jih alu, v), biu, v) 分 别 如 式 (3.17)、(3.18) 所 示 ， W Ha 为 
pyri kO EDS n ÆFA. JR n= 17， 经 过 五 次 迭 
代 算得 mm = (i 一 1)/18 G= 2, 3, +s 16) 处 的 值 如 下 表 ， 
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í 


i i 


| XWu=-zr(z-1 * ”最 大 绝对 误差 

2 -0.05862908 | -0.05859375 

3 ~0.10944071 ，| -0.10937500 

4 —0.15243500 -0.15234375 

5 — 0.18761204 -0.18750000 

6 | -0.21497190 -0.21484375 

7 | -0.23451461 ; -0.23437500 

8 一 0.24624023 | ~0.24609375 0.00014877 
9 —0.25014877 | -0.25000000 

10 一 0.24624023 -0.24609375 

11 | -0.23451461 | ` -0.23437500 

12 —0.21497190 .| -0.21484375 

13 -0.18791206 | -0.18750000 

14 | ~0.15243503 | -0.15234375 

15 -0.10944074 | -0.10937500 

16 —0.05862910 ~0.05859375 
` s.is ”考虑 边 值 问题 


-lr %)+ FT (drg FT) JÉ f(z,Y), z€ Q, 


aao=0，， 


P 
Ruh fO, = (+ IT Tri gir arete pjG2- z- y’) 


RS Uyu- 135 
oal F py PUD 


+ 8TY (7 — 1)(Y — 1) 2a), 
人 =[-1, 1 -1 1] 为 正方 形 ， 
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(YY - l00r :等 
p- OCP) = 1008 arcte p ° 
上 述 问题 的 变 分 方程 是 | 
alu, v)=f(v), YVE H (Q) 


其 中 alu, v) =1- ls ,00.00 dzdy ， 
fa Or y 


fo) = fic VD)UCz y)drdy. 
Q 


与 上 述 变 分 方程 等 价 的 算 子 方程 是 Au= f, š ' 
其 中 (Au, v)=alu, v)y YIE 甩 ICQ)， 


(f» 0)=/(0), vv€E Hi(Q). 
由 于 gy t p ME, ETON <ii ER 


rŠ ee J< AKATAA 4 满足 以 1 为 党 
数 的 强 单 调 算 了 ， 同时 满足 以 1.01313098 为 常数 的 Lipsçhitz 条 
jir JERAR. SAUF REAA Q. 

分 片 线性 函数 为 Ha KARR (E41), RH (3.282) ji 
RENAT W 


Cuh, e) = (uk, p) - ICAGu4)- fs p)s pE Hn 


; 


或 等 价 地 ! s 
(uf'l, pi) = (uj, pi) -ilaluks pid- (fs 91)), 
i=1> 2 "> n, 


Wg ut = c= 1 (而 边界 点 处 了 到 0 ) ,1= 0.9 时 经 过 6 次 迭代 ， 
其 数值 结果 如 性 6 。 
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杰 倒 是 有 精确 解 wm a) = (at DO = 1), 589 Ë 说 明 一 
点 ， 如 果 问 题 的 边界 条 件 并 非 章 次 的 ， 例 如 : 


irp=9， dii kæ), z€ Ùw; 


其 中 dQ =Tpt+Tw+Tp, més Tp*0, -各 为 尖 线 方向 导数 ， 
这 时 除 对 二 元 泛 函 数 au, u) 及 f(v) 作 相 应 的 改变 外 ; 还 需 将 
第 一 边 舞 条 件 章 次 化 ， 沁 和 
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W = {u uC HQ), ulrp= 9}, 
HNT p, Q)= {uu C H'( Q), uirp=0}. 


INRA W - W. +H p, Q, AER R u*EHNTo Q) 
使 KGu*)=f， 共 中 (V0)= AG +), 而 w€ W. 


Re 
VSO 数值 解 | 精确 解 | ü 
1 | 0.0899931 Í 0.0957031 0.00570994 
2 0,1966121 | 0,2050781 0,0084660 
3 0,1966121 0,2050781 0, 00B4660 
4 0,0899931 0,0957031 0, 00570994 
5 0,2890611 0,2812500 -0,0078111 
6 0,3848234 0,3750000 - 0,0998234 
7 0.2890611 0.2812500 -0,0078111 
8 0,1966120 0,2050781 0,0084660 
9 0,4313822 0,4394531 0,0080708 
10 0,4313823 0;4394531 _ 0,0080707 
11 0,1966120 0,2050781 0,0084661 
12 0,3848232 0,3750000 -0,0098232 
13 0,5126393 0,5000000 -0,0126394 
14 0,3848229 0,3750000 -0,0098229 
15 0,1966120 0.2050781 0.0084660 
16 ; 0.4313821 0.4394531 0.0080709 
17 0.4313819 0.4394531 0.0080711 
18 0.1966120 | 0,2050781 ` 0.0084661 
19 0,2890613 0.2812500 ` -0,0078113 
20 ， 0,3848229 0,3750000 -0,0098229 
21 : 0,2890610 0,2812500 -0,0078110 


例 3.19 我们 仍然 讨论 例 3.18 所 给 出 的 微分 方程 边 值 问题 ， 
218 


“V 


但 是 这 时 只 利用 它 所 对 应 的 算 子 方程 Au= f 中 的 算 子 -4 满足 强 
单调 条 件 来 构造 它 的 迭代 解 ) 其 选 代 格 式 由 (3.234) 给 出 。 即 


s. uY a P, AUY’, 
或 等 价 地 
UYD, u.) = (u, Va) — aU, Va) ~ (f, u.) 
VEH, 
这 个 格式 与 上 例 不 同 之 处 在 于 因子 a, 此 时 随 j RANE, 取 
= 二 (i = 1， 2， s n), T Ô, y 均 取 0.5; 除 边界 点 为 0 外 ， 所 
有 点 取 初 值 为 1 ， 经 过 32 次 选 代 筑 得 结果 如 表 7 。 
计算 结果 表明 ， 它 比 上 例 中 所 提供 的 方法 收 煞 显著 RE. 
很 多 实例 的 经 验 下 明 ， 在 算 子 ARRE 单调 性 条 件 ， 又 满足 
Lipschitz 系 件 的 情况 下 ， 采 用 例 3,18 的 方法 为 宣 ， 但 如 果 4 只 
满足 单调 性 条 件 时 ， 也 可 采 几 本 例 所 示 的 一 种 收 雍 的 迭代 格式 ， 
投影 方程 的 迭代 解法 通常 要 求 满足 较 强 条 件 才能 保证 收敛 
性 。 如 何 获得 在 较 弱 条 件 下 投影 法 所 导出 的 非 线性 方程 组 
P.,Au,= 0 u, € E, (3.235) 
或 (Au, p)=0; pE H, (3.236) 


KEAR, GE 1120400588. MEE 有 时 也 称 不 动 
ARE) 便 是 其 中 的 一 种 方法 。 其 基本 思想 是 通过 对 R" 空间 越 
来 越 细 的 单纯 形 剖 分 ， 运 用 既定 的 轮回 规则 寻找 全 标 单纯 形 ， 这 
些 全 标 单纯 形 的 聚 点 就 是 (3.235)，(3,236) 式 的 根 。 
我 们 将 (3.235)，(3.236) 式 写成 通常 的 形式 
F(z)=0, TER”, 
其 中 F(z)= (fE), f(z)，… fn(T))T。 BiZ F Ga) 在 Q 上 连 
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pape Ve ee 
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节点 号 | 近似 解 | 精确 解 j 误差 
1 0.0901318789 ‘0.0957031250 | 。 0.0055712461 
2 0.1967324018 0.2050781250 | 0.0083457292 
a | 0.1967324018 0.2050781250 | 0.0083457232 
4 | 0.0901318789 0.0957031250” | ‘0.0055712461 
5 0.281669273 0.2812500000 | ~0.0079169273 
6 0.3849138021 0.3750000000 -~ 0.0099138021 
7 0.281669869 0.2812500000 ~ 0.0079169869 
8 0.1967324018 0.2080781250 . 0,0088457232-. 
9 0.4314656258 0.4394531250 0.0079874992 
10 0.4314655662 0.4894531250 “0.0874875588 
11 0.1867324018 0.2080781250 | ` 0.0085457232 
12 | 0.3849136829 0.3750000000. ~ 0.0098 36389 
33 0.5127098560 0.5000000000 —9 01270085600. 
14 | 0.3840137425 9.3750000000 —02099487459 z 
45 0,1967324018 0.2050781250, 0.0083457232 
16 0.4314654469 0.4394531250 0.0070876781.. 
17 | 0.4314654469 0.4394531250 0.0079876781 
18. | 0.1967324018 0.2050781260 .|: 0.0083457232 
19 0.2891668677 , 0.2812500000 | 0.0079168677 
20 | 0.3849136233 0.3750000000”| -0.0099136233 
Bl | .0.289168BG8E V| , 0,2812500000: |: 一 0.007 周 008 


T 


续 ， 这 里 Q 为 R" 中 的 有 界 开 集 ， 此 外 又 设 


(Fx, z)> z€ 9Q , 


于 是 用 单纯 形 法 求 近 似 解 的 算法 可 概述 邵 下 [24]。 
首先 用 单纯 说 J HIO 1) < 页 (例如 说 具有 初始 步 长 的 7, 
x Q; C0, 1) x R" -> R" WF: 


Jaa .t=0, 
Qa,>=1] 
F (z), 0<t<1, 


其 中 t, z)€(0,.1]x R. 今 采 用 公式 
I(t, z) = min[ (i:Q,(t, 1)<0}U{n+1}] 


来 定义 整数 标号 1:(0, 1] R" -= I 2 =s n + 11. 如果 EN 
纯 形 具有 ?+ 1 个 不 同 的 标号 ， 则 称 该 单纯 形 为 金 标 单纯 形 。 
可 以 接 下 述 方式 寻找 全 标 单纯 形 序列 ， 首先 假定 o, €J 是 


他 = 1 人 x R BAENA 然后 按 下 述 步 又 给 
出 其 算法 ( 详细 参看 [24] > 

DRO JHH z KRA RD t R° UHRE, Wo 
的 但 又 不 是 re HD, W m= 1 转向 步骤 1 。 

BEL SSY Taa 上 使 得 满足 1y-)=1(y ) 的 顶点 ， 
用 加 PREN 以 外 的 所 有 oa 的 顶点 所 生成 的 单纯 形 ， 外 
记 z" J F. BD Rob T. R 上 的 投影 ， 转 向 步骤 2 

步骤 2 ”通过 单纯 形 剖 分 的 轮回 规则 ， 寻 技 与 .xm 有 公共 单 
纯 形 面 rw 的 唯一 单纯 形 cwi， 记 是 om.1 的 但 不 属于 re 的 
顶点 ， 置 m= mi+ 1， 转 向 步骤 |。 

当初 始 步 长 充分 小 时 ， 算 法 可 以 形 成 一 个 以 好 为 初始 :点 的 
序列 {5"}，{z"} KAF F 的 一 个 零点 ， 或 至 少 以 玉 的 -个 零 
ARA. IR ASRA {{z"}} 在 集合 意义 TRATE WF 
AR... 

下 述 例 子 满足 在 例 3。 i 
因而 解 的 邦 在 性 及 近似 解 的 收 捍 性 已 效 解 决 . 

名 8$.20 考虑 
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=f(z, 4), (x YE Q, 
u|əo= 0, 


| -bleina tle S) 


2+ 


其 中 p()j (22), acn m-t, 


ər oy 


FCE, ys u) = [4O +y 1) +T O+ y- 1)(2z+ 2y- 1) 
+32y( 21 +y- 1)(T+2Y-1)(21+2y-1) 
+4T:(Z+2y—1)] š 
x[1 +y (22 +y-1) + (r +2y-1)]* 


2(z + 2+y?(2r+y-1)}+r?(x-2y-1)?) 
EE EV 
s PE DGE NDA { 
ou 

bls) (部 )] 

本 例 精 确 解 为 4= zy(z+y-1)， 区 域 Q = ((z, y) ER> 

0 y>0 3+Y<1}. 今 用 三 角形 剖 分 Q, 并 采用 分 片 线性 插值 

逼近 以 构造 投影 算 子 ， 当 取 za=( -证 ，~ 子 ,…， ~ 号 】 m, a 
纯 形 算法 求 得 的 解 列表 如 下 。 


*5 , 

内 部 节点 坐标 | 计 算 值 | 精确 值 | ma ü = 
(0.2,0.6) | -0.02378 -0,024 0,00022 
(0.2,0.4) | -0,03193 -0,032 0:00007- 
(0,4,0,4) l — 0,03293 -0,032 0.00093 - 
(0,2,0,2) | - 0,02345 — 0.024 0.00055 
(0.4,0.2) | -0.03270 -0.082 0,00070 
(0.6,0.2) | 一 0.02462 — 0,024 8. 000e? 
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第 四 章 
特征 值 与 分 歧 问 题 的 投影 解法 


在 线性 代数 中 ， 关 于 矩阵 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 是 众 所 周 
知 的 ， 对 于 算 子 问题 也 可 作 类 似 的 考虑 。 

it E H Banach #0], T, E>E RM 算 子 ， 1 为 一 数 
CIRA). MRE E 中 有 非 零 元 xET(T) 使 得 


Tz= 4, (4.1) 
则 称 14 是 了 的 特征 值 ( 或 固有 信 )， 而 z 称 为 了 的 相应 于 14 
的 特征 向 量 ( 或 图 有 元 ) 。 x 


以 下 我 们 用 不 7,。 表 示 算 子 人 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 
量 空间 ， 它 由 相应 于 4 的 特征 向 量 的 全 体 添加 零 向 量 而 成 ， 即 


Xr, = (z€ E, (T -)z= 0, (4.2) 
称 X ra 的 维 数 ( 记 作 dimXyr:，) 为 特征 值 4 的 几何 重 数 〈 或 
重复 度 ) 。 称 

XS = (z€ E, (T -Ayttr= 0) (4.3) 


23 4 的 广义 特征 向 量 空 间 ， 其 中 的 > 关 0 称 为 广义 特征 向 量 。 如 
RIOD 是 使 XI XR, 的 于 水 整数 局 “ 则 称 它 为 特征 值 1 的 
# (或 Riesz 指数 ) , 这 里 


Xk, = (z€ E, (T -)tz= 0). 
,0 Xk, 的 维 数 1 称 为 4 的 重 数 ，1= 1 时 的 2 称 为 简单 特征 值 
FRE Xin E 的 线性 子 空间 ， 而 当 算 子 了 连续 时 ， 
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Xr 还 是 E 的 闭 子 空间 。 如 果 了 还 是 列 紧 的 ， 则 Xr 是 有 限 
维 的 。 此 时 ， 使 Xi = Xina 的 最 小 整数 尺 必 存在 〈 见 引 理 2.5 
或 附录 一 定理 2 ) 。 E 
我 们 用 4T kS T 18 38. H 
~ T= {h 30-7)-IELE) — (4.4) 


P(T) 的 补 集 称 为 算 子 F 的 谱 ( 记 为 0(T) ) 。 了 的 特征 伪 的 全 
体 称 为 了 的 点 谱 ， 记 为 oT). BRA op(T}yCo(T)。 DAR 
征 值 的 谱 点 全 体 称 为 了 的 尝 总 谱 ， 记 为 oT). 
对 于 非 线 性 算 子 Fo, 仿 线 性 算 子 的 术语 ) ;也 有 类 似 的 概 
念 。 即 如 果 存 在 非 零 元 z€ E 及 数 4 二 0 使 
F (z) = Az, - i (4.5) 


则 称 4 为 算 子 F 的 特征 值 ，z 为 F ATRE kanan 
内 , 也 称 非 线性 算 子 .F 的 特征 值 集合 为 F 的 谱 > 并 记 为 oT). 
绩 注 意 的 是 ， 这 个 概念 并 不 完全 符合 线性 算 子 关 于 谱 的 定 册 愉 尾 
过 目前 文献 上 已 多 采用 这 一 术语 。 

求解 (4.1)、(4.5) 的 4 与 相应 的 非 霍 向 最 了 laqa 
T (相应 地 FO 的 特征 值 问题 。 

本 章 旨 在 对 列 紧 线性 算 子 的 特征 值 问题 和 非 线 址 算 子 扒 劳 稻 
问题 的 投影 解法 的 其 些 内 容 作 初 步 的 介绍 。 


本 节 着 重 讨论 列 紧 线性 算 子 的 特征 值 的 投影 解法 。 先 给 出 有 有 
关 谱 、 特 征 值 、 特 征 向 盘 近 似 理 论 的 一 般 蛋 结果 
我 们 仍 设 E Jy Banach 空间 , 了 EL(E). 由 定理 2.2 可 得 ; 


EEP) EU-A <ar? l z€ o (T). bB BUMN 
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集 p(T) 是 开 集 ， 从 而 c(T) E H E. NAREZLI Q. $ 
ASIT 虽 4EPp(T) 且 有 


Te 
Le S$ w: 1 SRNE: NAERAA 
a- °= gro 1Q-TUIS CIT ° 
A-T) >o 14—00, 


Bit, AEIR [ALITI B ODER AoT) 
是 列 紧 集 。 

又 直列 紧 算 子 iyi 理论 TOS TIREN 
有 限 集 ， 或 者 是 以 0 为 极限 的 可 列 无 良和 集 ， 当 E Jy363968asla 
Hir 0Ce(T) 义 每 一 个 非 党 的 4Ec(T) 是 下 的 特征 翁 ( 由 附 
REAA Do 县 其 对 应 的 特征 向 总 ` 空 间 X, 是 有 限 维 
的 。 : De NE E a 
“者 方便 起 见 ， RIRIA AR RN EDA 
BR HE 4= co 而 当 再 ,为 实 空间 时 ， 将 4= + yË Sama 
元 原 吉 到 复数 域 (实效 域 ) 中 ,对 于 这 标的 4 与 任意 的 了 EL( 孝 )， 
我 们 定义 4- 了 )-!= 0， 这 时 扩充 的 预 解 沫 P ETYER PDSR 
化 的 点 组 成 ， 阿 扩充 了 的 数 城山 的 一 个 集 是 询 紧 的 ， 当天 得当 它 
是 闭 的 。 A Ta w 

TELEN ARR 是 函数 ¿e> T). Ek oTa 
LCE), H 22.2, R — US EK N S PREU- 
LE AY Wb 闭 集 GDT 是 列 紧 的 。 BP BUR usia gy 
面 等 式 i Sepu 


A-T- -T = (HAA =T) Tg 
4, KEPIT), 44.6) 


EI ü Z. TELE) n€ N, #,-S 7， 则 对 等 个 
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RRCD e mne 

O ATPT, n>m, 

Grtz Farti AE- EERTE ESA æi Tek 

Gii) 对 每 个 EE (A-T) I(T) 
VAE ASEGURE. ` AESA 
CORREA A N RAER 164 F AE ABERA R, FF 
W3R3J34|4| 3827 Kh, A-T IRh ANA = A-T 
(Ta TOT |-05 F. AEA BRA FEREM 2.191) 
名 全 二 成 立 : 

由 定理 4 告诉 我 们 y\ 若 .人 属于 算 子 7 的 预 解 集 ， 则 可 推出 
CERT 近似 算 子 T, 的 预 解 集 及 其 它 有 关 属 性 。 类 似 于 定理 
2.20 是 定理 2,19 的 逆 命 题 一 样 ， 对 了 及 了, 加 上 不 多 的 条 件 , 也 
有 定理 4.1 的 相反 的 合 题 ， 即 由 和 属于 7 ,的 预 解 集 可 以 推出 它 
也 属于 其 极限 算 子 T 的 预 解 集 以 及 其 它 的 有 关 属 性 ， 在 此 我 们 
从 略 。 

作为 定理 4.1 的 直接 结果 ， 有 


推论 ü 7. T ELE)» n€ N, T,-,7, WAEN 
集 8 二 o(7T)， 当 充分 大 以 后 Qo(7，). 

上 面 的 推论 描述 了 当 n 充分 大 时 ，2 的 谱 集 任何 邻 威 包含 其 
近似 算 子 7, 的 谱 集 , 即 oT, oT), FERRER 指出 由 Ta 
的 谱 的 有 关 属 性 可 推 知 T 的 谱 的 有 关 属 性 ， 并 且 指出 其 相应 的 
特征 向 量 的 关系 以 及 相应 特征 子 空间 维 数 的 关系 。 


定理 4.2 RT, T, ELIE)» nEN, T, >T (RHI 


T, =T), # ¿€o (TOB 440， 则 4Eo (7T)， 著 
(GAP 有 界 且 zsE Xr ay MEEA G) 与 z€ E, EA 
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z, 2E Xr, 而 当 # 充分 大 以 后 
dim Xr, a, Sdim X;... 


证 Eco(7) 的 结论 是 定理 2.19 的 直接 结果 ， 因 为 我 们 总 可 


AH A+ 0, 并 置 K = T/y Kn Tu/j 便 有 KaK, E 
BRACO) MAET) 应 用 定理 2.19 推 得 中 充分 大 时 
加 Ep(7。)。 这 与 假设 矛盾 ， 所 以 € o(7). 


BARAI BE X, Q n€ N. 因为 ,To 和; RUTUY 


渐 近 列 紧 ， 于 是 存在 子 列 {z}，mEN'CAW 5yYEE, E44 
Tany AH 1—4 B4,z,= Tn n€ NC N,: 于 是 ， 
Th = T ,z,/4,—>z = g/2, 


ac c 
由 了 ,一 >7 RTT, K 
525 34n€ N’, n—oo, 
从 而 由 极限 唯一 性 知 (4-Z)z=0， 即 了 EXrn。 


最 后 证 明 不 等 式 dim Xr n <dim Xp, I TSS T, 


所 以 和 - T, A-T (离散 地 ) ， 从 而 根据 如- Tp, — 1-7 
EN -TsC NG 了)。 现 在 记 J= {z，lzl=r) Cr 为 
任意 正 数 )，B,= NA- T.) NU, 则 (一 ZJ)Bs= {01。 由 于 
dha- 7 由 是 渐 近 正规 的 ， 因此 4N( 一,) NU) d-A RY. 
另 一 方面 ，. 由 于 dim N(4-7)<+%0, 因而 存在 WRF È 
E=N-T)ÐF. 0 N(A-T)nF = 0 从 而 当 EA 
大 时 有 Nn- T.) F = 40. 从 {2,} 的 d- 列 紧 性 推 得 {N (4 
-了 7) F NU EE d 列 紧 的 ， 这 样 便 有 
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INA,- TO (F UPENA- ENP n Us. 
An 383 Ki, NQ T, 0 F 0U= 外 .因此 得 知 NA,- 
Ta F = {0}。 进 一 步 推出 


dim N (4, - T) Codin F = dim N(A T), 


者 理 证 完 。 
二 存 票 前 而 的 一 般 性 结果 后 ， 我 们 现在 加 到 方 稳 (4.1) 


Are Try rzE ` 
安 扩 对 应 的 投影 方程 为 N 
Arp Ppa En BEE - + R 
这 里 ECE' 是 有 限 维 子 空 间 ， Pu EEr 是 REAT. Ë 
TEL(E) 列 紧 ， 且 投影 算 子 P, WE P, I, WE C2193 
知 {PZ} 族 列 紧 。 义 市 和 1,5 知 PT 一 > 了。 到 = P,T, FA 


由 定理 4.1 的 推论 与 定理 4.2， 我 们 可 以 得 到 方程 (4。 DARRE 
方程 (4.7) 的 特征 值 与 特征 向 量 的 关系 如 下 jine 


VEN. Te LOEPER, 投影 算 予 P WEP], W 
(让 对 每 个 开 集 人 2 二 0《7')， 当 n 充分 大 以 后 ， 有 


Q Əo(P,T). 
(ii) 方 程 (4.7) 汐 任何 特征 值 序列 {4。》 NINER 4 
都 是 方程 (4.1) 的 一 个 特征 值 。 1 


《i 和) 相应 于 方程 (4.7) 的 特征 值 4, SEADMA: BN =, Bi 
HRA F 向 量 序列 {ze} (不 失 一 般 性 ， 可 假定 jz |= 1). 当 
各 并 4 音 0 时 必 含 有 一 个 收复 的 子 烈 和 3s} n€ N CNY - 其 极限 是 
原 方程 (4.1) 的 相应 于 特征 什 4 的 一 个 特征 向 是 。 

与 第 二 章 关 于 列 紧 线 性 算 子 方程 的 解法 相关 似 ” 在 实际 计算 
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Mari B mh, h Tabitha hiii tO, SS%J095230E3E 
OR 3KOF0DSEMKODSE04.7) WERD TERENE 

Åz, = PaT Ta +S pias (4.8) 
RH SELCE). ` 
` RS Dain = PaT Ent Spine (P T Sp)En MWJ(4.8)W DW 
DS 


A = T etas (4.9) 
p ac ce 
又 若 设 T, E—E REIK, Par I, Sa 一 * 0, 则 PT 一 > T 
Bias T, >T, BE 


“Wm ZEL AR, Prl, s. >o mag 
CAAD A E0 ETE REE t EAA) E 
hrh (meo ) 。 

r My U4.9) AIEE 特征 值 序 麟 似 中 的 每 一 个 非 测 极限 
点 哪 是 沪 程 44:1) 的 一 个 特征 值 , 

TOE IEA, 是 4.1) 的 一 个 特征 值 ， 旦 6>0 是 使 贵 费 A-A) 
<6 不 含有 (4.1) 的 异 于 À, 的 特征 值 的 一 个 数 ， 任 取 e C (0, 9] 
范 数 1(4 一 也 )- 串 在 鸥 14-441=e 土 有 界 ( 不 依赖 T À, MEE 
4.1 取 7,= T 可 看 出 )， 即 


IAETH <k Ch 汶 常数，|4 一 | =e)。 


mz, T, 由 定理 2.19 当 n 亮 分 大 以 后 ， 算 子 4- 7。 有 连续 
的 逆 算 子 ， 并 且 道 的 范 娄 关于 4 与 ”是 一 致 有 界 的 , 即 当 |2- 如 | 
=e 时 由 世 充 分 大 以 后 有 


IATA ISE R 为 常数 》。 (4.10) 
I 229 


BATAN’, vn€ N', 方程 (4.9? 在 图 盘 14- 如 | <° 中 没有 特 
征 值 ， 对 这 些 n 值 ， 应 用 定理 2.2 及 不 等 式 (4.10)， 当 。 足够 小 
时 ，( 各 一 了 ,) 可 逆 而 且 

1 一 Ts<Rs，nEN C k; 为 常数 )。 


WEEN! 充分 大 ， 则 由 定理 2.20 推 知 ， 算 子 2-T EE 
Ty, DJ 和 不 是 方程 (4 .1) 的 特征 值 ， 这 与 假设 蔬 盾 ， 于 是 当 " 
ROKU, "i e 取得 足够 小 时 ， 方程 (4.9) 在 贺 盘 |1-| <= 
中 至 少 有 一 个 特征 值 如， 又 由 。 的 任意 性 ， 定理 的 前 一 个 结论 

现在 设 À, 为 (4.9) 的 特征 值 ，n ENN， 一 天 0， 因此 可 以 
AJ AAO FL hEo(T,)，T,=PiT+S,. ië K,=T,/1,, K 


= 了 /4 内 为 7 一 7 一 > 了 /和 一? 了 /4on 与 定理 人.2 中 证 明 
方法 一 样 ,如 时 A C o (T) 则 SAFE, X 因 Ao i A A 
T 的 特征 值 

定理 4.5 5 在 定理 4.4 的 假设 下 ， 相应 于 方程 (4 9) 的 特征 什 
加 的 每 个 规范 化 ( 即 范 数 jzj =1 > 的 特征 向 量 序列 {zw}. 当 
加 > 加 大 0 时 必 含有 一 个 收敛 的 子 序列 ， 其 极限 是 方程 (4 ,1) 的 相 
应 于 特征 值 4 的 一 个 特征 向 量 。 

证 重复 定理 4.2 的 证 明 得 知 本 定 加 成 立 。 

现在 我们 恩 向 特征 值 的 误差 估计 。 

设 入 与 加 分 别 为 (4.1) 与 (4.9) 的 特征 信 ， 引入 记 号 


PY a= I = Pç, 
Fo = (f€ E*, o- T)*fe=0y, 
plzos X) = inf jz-zu 其 中 X 3 E 的 子 空间 。 


当 T 是 列 紧 线性 算 子 时 ，T* 也 是 列 紧 的 。 Fo ENADE 
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4/= T*f 的 特征 向 最 空间 ， 注意 到 附录 一 中 定理 4 的 (ii) 得 知 当 
T 为 列 紧 线 性 算 子 时 ， 

dim N(I - T)= codim R(] —- T) =dim N((I - T)*), 
从 而 dim Xr, = dim Fo, 

BWG 设 定 理 4.4 的 条 件 成 立 ， 并 设 AAA 0, A 的 秩 
为 1， 则 

H/A,-1/AJ <c(IS,I + ene?), (4.11) 

其 中 en = sup 1 Pozol， (4.12) 


EX 
Xr, 
iz =Y 


ICP )*/,l, (4.13) 


en= sup 
Jof Fo 
tfor-! 
而 且 对 每 个 rwE X, a (zs =1)， 
plxny Kr) EchSsl + En). (4.14) 


证 对 EE,， 


(H-H) TR- T- TOS, 


取 z =E X opan (zl=1)， 有 


1 
7: aAa Ap Z 2 t 
(1- Tja- a fo o, LTO Tos. (4,15) 
1 
RR f. EF fol =1), HRRATKHEXE 
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了 了 ax š 
1 i 
HSE F, 作用 于 (4.15) 两 边 得 
EUPEN A 
TT 
£, Ü 
从 而 


levii- |= |z [fatT Tze 


(4.16) 
NEEGER So IME EP n>n 时 
|fotz,y|2ec > 0 ea WERO, (4.17) 
车 不 然 ， 必 存在 了 列 {zo ，nCEN'CN， 使 
sup [So En] —>0, n€ NrEN, n>co, 


Jo“ Fo 
tfo'=! 


根据 宝 妹 4.5， 我 们 又 袜 以 假定 这 个 子 列 满足 后 壕 类 系 。 u 


2 — Xr, p NE NEN, `n—oo, 
N 1 A , 
HR r, Viy 


ots) = hy fen. 
ROR DLYA =g Ts +s IJ Ba z EZ PRIOR AAN 
特征 子 空间 Fo Hiti Fredholm itg, RHR ART, W 


I (i 一 1)” =z,0, 
PL Tre Xna KE 
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TY [ye uyo 
(0 baa Gae T 
这 意味 着 特征 值 4。 HRAT, SRITI, A 14.16). 
(4.17) 得 出 


|z. - |< ssp MeT -Tatal c 308 3. 
s 

j (4.18) 
为 了 得 到 估 计 式 (4.11) 以 及 对 PC Xr fE BR 
IT -Tael HT T EB] R, X, 有 限 维 ， 故 存在 
投影 HTO, (EB Q, 5 Qe: = I - Q, 分别 将 空间 已 投影 到 其 
T8BX,. IXe TEL, WE X. GX, ML 
X#TX,.C X, TX,, CX... W B T 5 QR T 
与 Q 可 交换 。 用 Q ,作用 到 (4.15) 式 两 演 得 


-E QAT- T.t 


因为 算 子 A -TEX ra, BERTZ holo FERNEAH 
T+ 

100z, <a [ 
' 《cs 为 常数 )。 
联系 (4。18) 得 


二 -二 | +1(T -7.)zl ] 


y 


233. 


IQ u, 1<c (T -Taal (c, 为 常数 )。 (4.19) 
显然 Plas Xr) SIQ VY, (4.20) 
(T -Tatr = Us Sx, 
sU Qu +U Qs =S zt, 
这 里 0,=T- P,T. f 
又 因 Q.z,€ X rpa 
U,Q,z, = PIT (Q Ea) =A P" (Q,z,), 
所 以 
(了 -Towz=hioP”(Qzn)+L QT) 一 Sr 
(4.21) 
HT -Tx Sh liQ len + JUIQ z. | +!S%1, ' 
其 中 es 如 (4.12) 定 义 。 
ERF nco jU, 从 而 利用 (4.19) 以 及 Q。 的 有 界 
性 ， 推 得 当 n 充 分 大 以 后 
IC Tos < (e + IS. (es 为 常数 )。 — (4.22) 
估计 式 (4.14) 这 时 可 由 (4.20)、(4.19)、(4.22) 得 出 ， 并 且 H 
(4.18) 得 E 
| 去 -去 |<edls-t+eo， (4.23) 


公式 (4.23) 已 经 可 以 作为 近似 特征 值 的 一 个 估计 ， 但 如 果 用 到 


已 。 以 及 Pa 的 一 致 有 界 性 《 mp, I )， 还 可 得 到 更 好 的 估计 
式 (4.11)。 事 实 上 ， 由 (4.21) 并 注意 已 =( 忆 "05 U, = P" U, 
可 得 

234 


folT -T n)a = 1,f P " LP" (Qt) +U,(Q:*)z,)] 
—foSaTny 
因为 LAPPI LP" "lar, 
其 中 恕 由 (4.13) 定 义 。 仿 估计 (4.21) 右 端 已 用 过 的 技术 得 
sup |foT-T,)zn! enl lhl IQ len 
fo Fo 
A 
+ IU QED + 1S.l. 
HIC4.19), (4.23) fhi i HHOO Tah F 
sup If CT - T. z,| <C l Enen + en |U,IIS,i +S.), 
fo: Fo 
11°: 
(4.24) 
于 是 估计 式 (4.11) 由 (4.18)，(4.24) 与 I,1 一 0 得 出 。 
最 后 我 们 指出 ， 当 S,=0 时 ，(4.11)、(4,14) 即 为 通常 投影 
方法 的 近似 特征 值 及 特征 元 的 误差 估计 。.， 
例 4.1 线性 积分 算 子 特征 值 的 配置 法 。 
设 方程 (4.1) 中 的 算 子 了 = 天 是 积分 算 子 ， 


b . 

Kzx= f'ra, s)z(s)ds, 
其 中 h(t, sytE[a, b] xra, 的 中 连续 。 这 时 天: Co 6]-C[oy b] 
全 连续 。 又 设 1p4}，ic N J Cla, b] 中 的 完备 系 ， 那 末 线 性 无 关 
BAAP, = p(t) 构 成 子 空间 Es 的 一 组 基 , 设 d apt 


是 特征 函数 z(t) 的 近似 ， 用 作为 相应 的 特征 信 的 近似 ， 于 是 
得 到 近似 方程 为 
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S:S b w À 
去 af kG(t,s)p (s)ds = T $! apt). 
jel a j=1 


讲述 的 那样 ， 选 择 # AEA bo eoo ta 971 
BE = ts a< bG =l, 2,1 nM E, HJ: 
" ~ n 
D pKa; = À 21 lt)a;, (4,25) 
j=1 jel 
b 
其 中 wa = 人 klt, s)p; (s)ds, (4,26) 
PKH], AJE AI 
a= be (27) 


的 广 XHM 值 问 题 ， 共 中 Au = pds Bis= psi). PL 


P,z= X SUP 


它 是 插值 投影 、9iCt) 可 称 为 ( 广 lie 
问题 (4.27) 可 用 QZ 方法 求解 ， 它 是 QR t i 
ñakata BD Haar Kd CH pDA FER 

to ees ts 相 异 ， 则 向 最 组 [gsi e Palis 2 s n A 

ER), H EBI h eta K=p AR 是 非 奇 异 的 ， 这 时 

(4.27) 可 化 为 一 般 的 代数 特征 值 问题 … 


` (B-' Aya = Ño, o (A28) 
RR 40.0) 不 构成 Haar Ai MA 2 GR E tp 
另 一 方面 ， 也 可 以 考虑 问题 x=wKz。 它 与 问题 (4.0) 等 价 
(只 要 令 =) ameta 
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Ra= (47 Bye. Ge) Ls; (4a) 


A, HHE A". BORE, WD ua, siiki iien 
300, MERBRRU. 2D REE, EAO, 即使 术 
k(t s) 是 对 称 的 ， (4.27) 中 的 4 也 不 一定 对 各 Fp ps E EN 


对 称 的 。 
例 4.2 考虑 Laplace MTB i 2 


f -Au = Hu, FE Q, 
DZP TE0Q, ,1 


其 中 是 R" 中 的 有 界 区 域 。 
关 存 在 WE HYO) u, 使 


(Au, Av)o = (u, ooy yve H), I (4.31) 
则 函数 &(z) 称 为 对 于 4 的 广义 特征 函数 。 这 里 


(u, =f u(z).-.u(r)d z, ' 
Q 


Wisl, 02 helyze 
”我 们 引入 一 个 新 内 积 
(u, v= (Vu, ve w€ Hi, ` 4.32) 
相应 的 范 数 为 š 
lule=!Vulo u€ Hü, 
JIP BU K FE 范 数 的 五 ; 空间 为 He. Ha Friedrichs 不 等 式 
iulo<c]Vujos vu€ H; (4.33) 
得 知 | lele 在 右上 是 等 价 范 数 (这 里 1 由 是 由 内 积 
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(Gu, 0), “Jets ives va 导出 的 范 数 ) ， 由 此 得 


出 Hilbert 38] H 55 H $A. 
š 现在 (4。 31) 左 边 可 写成 (4。 32), 右边 借 助 (4.33) 易 知 是 vE 
Ht. .的 有 界线 性 泛 函 ， Ep 


Hu, v)o|<huior jolo <clulo lvl,. 
由 Riesz 8880288, SH I 
(u, v) = (Lu, v)s, yuEHi. (4,34) 
容易 看 出 ，Z: Hi-> Hi RE B3t5 AT, 事实 上 
(Lu, u)e = (u, u)ə= (0, u) = (Lu, u)e=(u, Lu)e, 
类 似 于 第 一 章 例 1.3 的 方法 ， 可 进一步 证 明 工 是 列 紧 算 子 ， 事 实 
上 ， 
1(CLu，usl = |(u, uya |<!ul,* lulo 
和 cluioviojay 
o= Zu， 得 
lLule<clulo<c: lule, (4.35) 
从 而 知 LHi Hi MERAT. Hitu) j Haa) 中 的 有 界 
集 ， 则 由 嵌入 定理 ， 它 在 工 ( Q ) 中 为 相对 紧 ， 不 妨 就 取 为 fun} 是 
L.(Q) 中 的 Cauchy 列 ， 于 是 由 (4.35) 
ILu,- Lu,|* = IL(u, -u,) |+ <clu,- ulo, 
即 {Lun} 也 是 Ha 中 的 Cauchy 3), # L: H;— H1 是 列 紧 的 。 
联系 (4.31)、(4.32)、(4.34) 式 ， 方 程 (4.31) 可 以 写成 
(u, u)e= (Lu, u), VvG€H1, 
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CRHRRENRRERTHE u= 4Lu 或 等 价 地 
| u= Lu (@4=-1., p#0) (4.36) 


的 特征 值 问题 。 
。 一般， 如 果 妃 是 Hilbert ZR, T: H—+H RARR ER 性 
算 子 ， 则 方程 (4.1) 的 特征 值 问 题 可 用 Fanrepxaga 法 求解 .如 所 局 
知 ， 这 时 7 的 特征 值 为 实数 ， 对 应 于 不 同 的 特征 值 的 特征 向 量 互 
为 正 交 ， 并 可 将 特征 值 ( 包括 0 特征 值 在 内 ) 排 成 序列 

A. <. <. <0<A<2A,<A: 
用 Faxepgaa 法 求 特征 值 的 具体 过 程 如 下 ， 

. 设 {及 小 是 于 万 终 归 黎 密 的 有 限 维 闭 子 空间 列 , Pu H>H, 
ERRE, (pha H i Aw, DH ip es Pal 于 是 
问题 可 阐述 为 , 

R Aen 与 非 零 向 量 ramE H,, EZ 满足 方程 


P, -Tr)=0, 
或 AinTe n — PaT P,z,,,= 0, z, | € H,, (4.37) 


这 相当 于 在 子 空间 五 ,上 求解 算 子 PTP, 的 特征 值 与 特征 向 量 。 
AA Pis Pas s PaF Ha s FAL Cen 可 表示 为 


zs" È! opn (4.38) 
这 时 (4.37) 等 价 于 (由 Puz = > G, eno) 


Èi Uenon Ps) - (Too P] =0, 
j=l, 2, y n. (4.39) 
(4.39) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 等 于 0 ， 即 
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Akal Pis Pi) - TE, Pi) aa Pi) -Tar pi) 


=0, 
Do 一 (TO @,)- Tos Pa) 
EER n 4954608 OA (A. 39) 求 出 系数 co dey öns 最 后 
WAKE M Tisa 
MFT RIINI, Wk(.39L L AARE Wipo 
问题 ， 这 在 数 慎 代数 中 有 和 祖 多 有 效 的 办 法 。 ” “ 


4.2 上层 点 问题 的 投影 解法 2 
下 面 我 们 考虑 映 某 个 实 Banach 空间 E 到 它 自己 的 非 线性 算 
F K: E> E 的 特征 值 问题 ， 但 是 在 这 里 不 亲 萄 讨论 它 的 一 般 情 
形 ， 我 们 只 简介 一 点 关于 非 线性 算 子 具有 范 数 可 以 任 潮 小 的 特征 
向 量 的 条 件 ， 即 一 类 在 实际 问题 中 常常 可 碰 到 的 所 谓 歧 点 问题 
一 个 实数 上 称 为 算 子 下 的 歧 点 ， 如 果 K0 = 0 且 对 任意 2， 
Ô>, ETEA RIT 使 得 
Kzx=àz, IA- p} <e, 0<lzl<6 ` (4.40) 
与 线性 情况 一 样 ， 这 里 4，z 分 别 为 天 的 特征 值 和 特征 aB. TB 
是 ， 歧 点 4 也 可 能 不 是 玉 的 特征 值 ， 如 果 对 任意 e 六 0，` 存 在 ó> 
0， 式 (4.40) 中 的 特征 向 显 的 范 数 zl 充 满 区 间 (0，6)， 则 称 对 应 
于 天 的 总 点 下 的 和 :形成 连续 分 支 。 
REK E-E RARE, D-HE5, Ko=0, MEAK 在 0 
点 有 Frechet 导数 也， 于 是 


K=L+T; (4.41) 
LELE) B. L RI Z (4.42) 
EARE D-FE t (4,43) 
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Tri 
Jaf 


N, RNAH-MERA MORRER. 
34.1 BÈ Ke ESE RAKW, D-H, K0=0, 并 
# 0 点 有 Fréchet SR L, RIR >EP(L)， 则 存在 #4> 0 使 得 
Kz# hz, a-p] <e, 0%<iz1<4. 
O E AIER p(L) EFR A VERLE (9 
DU 存在 且 有 界 ， 由 定理 2.2， 存 在 > 0 UREN e 使 得 


, 3lz1 > 0. (4.44) 


‘4€EP(L), KAL) ISe, I4-rl<e, .. (4.45) 
,假定 有 4 和 zz 使 、 
Kz= Zz, 14- y| <°, z=0, 
于 是 有 A Te 
LZY+TZ= Ax, 


`, 


z= GF "Q -Lz= a- Ly KEA i 
is1<Se1Tš, 


根据 (4.44) 式 ， 存 在 ó> 0 使 zl>>6， 从 而 引 理 得 证 。 
IRRI ME ? 不 是 工 的 特征 值 ， 那 未 它 也 不 是 
之 ， 算 子 K 具有 很 小 范 数 的 竺 征 岗 量 只 
在 其 相应 由 与 也 的 特征 值 很 接近 才 有 可 能 。 
在 83.z 中 ， 我 们 Eaa a Silu aa 
数 的 概念 ， 假 定 x= 0 是 全 连续 向 量 场 
$(t,z)=z-tKzx (4.46) 


的 孤立 零点 ， + 是 一 个 .国定 的 参数 ， 这 时 我 们 记 Y(t, 0) HAF 
tK 在 了 = 0 的 不 动 点 指数 。 
定理 4.7 ik K. 已 ~ 已 是 列 紧 的 连续 算 子 ， 及 0= 0 并 且 
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,满足 (4.41) 一 (4。44)， Ho 关 0 R L 的 青 重 特征 值 ， 则 u, 是 K 
的 歧 点 ， 而 且 存在 着 对 应 于 u, 的 特征 向 量 的 连续 分 支 。 
证 设 内 是 工 的 奇 重 特征 值 ， 因 二 是 有 界线 性 列 紧 算 子 ， 
:从 而 在 4 的 某 邻 域 不 再 有 其 他 的 特征 值 。 今 取 e> 0 是 够 小 , 使 
和 -eep(L)， 上 +eEp(ZL)， 利 用 引 理 4.1 BAN H= h- e, 
u= +e 时 ， 方 程 Jz= Kz 在 包含 z= 0 为 其 中 心 的 某 个 球 卫 
中 只 有 z=0 为 其 零点 。 现在 取 任 一 以 z= 0 为 心 且 含 于 B 的 球 
Bo MD BEB, 并 记 球 B 的 边界 为 厂 ， 又 根据 $3.2 中 有 关 全 
连续 向 量 场 旋转 量 的 性 质 5，z= 0 是 算 子 K (u, -e) 及 Kj 


HORMARA ME ?一直 三 ,0) 及 (2 ona 
零 的 。 确 切 地 说 ， 它 们 分 别 为 (~ D, CD, RhA 为 也 


所 有 大 于 h-e 的 特征 值 的 重 数 和 ， 而 Bs 2 L 所 有 大 于 hte 
的 特征 值 的 重 数 和 (参看 [16])。 然 而 算 子 LE- E, 各 + 2) 中 


除 以 4 为 奇 重 特征 值 外 不 再 有 特征 值 ， 因 此 OD” SOD. 

是 互 为 反 号 的 两 个 数 ， 从 而 根据 $3,2 的 性 质 3 及 4 ， 推 得 向 量 声 

z-i Kete- ip Kz 在 三 上 不 可 能 同 伦 ， 
现在 证 明 在 任意 三 8B 上， 当 LE (he， mte, ME 


E g z)=z--1- Kz 存在 零点 ， 如 不 然 ， 则 由 场 同 伦 的 


RIRA LE Es -2，po+eJ, 向 量 场 下 十 ,都 同 伦 ， 
这 是 不 可 能 的 ， 定 理 得 证 。 

下 面 转 入 算 子 K 的 近似 歧 点 的 讨论 。 与 过 去 一 样 ， 设 Ps 
EE, RAKIN T, dim E,< + co， P,>I, Ri 当 算 子 天 


满足 前 面 假定 时 ， 对 于 每 一 个 "， 算 子 PnK 满足 
P,K 列 紧 ，D- 半 连续 ，P,K0=0。 (4.47) 
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而 且 PaK 在 X=0 处 有 Fréchet 导数 P,L, Wit 


P,K = P,L +P,T, (4,48) 
P,LEL(E), P,L 刻 紧 ， (4.49) 
PT 列 紧 ，D- 半 连续 ， (4.50) 
PEL yo, Seo. (4.51) 
如 果 我 们 限制 P,K 于 E,= P.E 时 ， 由 于 dim E< +o, # 
P,K 和 P,T 均 在 E, 上 连续 ， . (4.52) 
由 $4,1 的 讨论 还 可 得 知 
o(P,L)->o(Ly, n=, (4.53) 


引 理 4.2 如果 KE p(L) 而 且 Ah, WEE se> 0， -使 得 14 

-He:，4E€ p(P,L)，n 之 no。， 而 且 有 常数 c 使 得 
ICA- PL) ISC, n>n, |u- 4|<e, (4.54) 

证 ”因为 也 是 列 紧 的 ， LE p( 工 )，P( 工 ) 是 开 集 ， 故 存在 e 
>0， 使 4-A 和 s，4EApEL)， 今 记 4= 12, |4-4|<e}， 因 
P, > I, k P,L SS L, FUN FA. 18IC4.54)2tUR aE, 

引 理 4.3 FLEP), PRETE n 及 e, a>0 使 得 对 一 切 
mmo，| 和 -介入 s， 而 且 


P,K=,= haTn，Zn 二 0 


REH, All >a. 
证 采用 (4.54) 中 一 样 的 cy n 及 e>0, HER 512A 


P,Lz, + PaT E= Ann Nns [dn~ R| Se, z,=0, 
La = (hs — P,Ly1(2, - PL)T, 
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= (Aa P,L) P pT Eps 
从 而 Iz <d T=1, ` 


这 里 1Psl<d， 由 (4.44) 知 引 理 成 立 、。  、 

由 此 立刻 得 到 下 面 的 引 理 。 

引 理 4.4 HUEC) WEE m 及 e, 6>0 使 得 对 一 切 n 
no lån- | <e, 0<Iz,| <ó 时 有 P Kz, Az, 

E48 ZK: E>E IR, D-E, K0=0 并 且 满 足 
(4.410) 一 (4.44)， 人 是 工 的 非 零 简单 〈 即 单 重 ) 特 征 值 ， 册 存 
在 lia CE PsL 的 非 零 简单 特征 值 y8 (Beri É. 还 是 PK 的， 
歧 点 ， 并 且 对 任意 >0, FE 6> 0， 使 得 n2m 时 ， .满足 等 式 

P,Kzx, = Anfas lAa = Hal SE (4.55) 


~ ,的 za 充满 区 问 (0， ó). 
” 证 存在 Li R. P,L 的 非 零 ARISE 以 及 jsp 的 论断 
可 由 定理 4.2 及 定理 4.3 得 到 。 如 果 将 PaK ARF E, L, WK 
定理 的 其 余部 分 可 类 同 于 定理 4.? 所 采用 的 办 法 而 得 到 证 明 ， 此 
时 ， 应 用 引 理 4.4 可 以 得 到 对 所 有 nn， 式 (4.55) 一 致 成 立 。 
定理 4.9 K: E>E, K=EF+T, -K0=0 #4 L & 
线性 列 紧 贷 子 ，7 是 DD- 半 连 线 列 紧 算 子 且 满 足 


PER u L 的 非 堆 简单 特征 代 ， 则 是 区 的 具有 连续 分 支 特 
Eam Wii PaL 下 简单 特征 值 u, 就 是 K- REE 
点 且 ht, XH 


S={r: Kr=(4+e)r, lrl<6}, 
Su za P,Kzx,= (u, kero Tn€E E,, ITa] <8}, 
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MJ S.S, Mah ó, e 0 如 (4.40) 指 出 是 任 


BAd # n WRN nn, N 


uE Ht 4.2 及 存在 
P,L 的 简单 符 征 得 Has H>H. 如同 宝 再 4.8 那样 ， 到 合适 的 ó 
2>0 及 0<e |H LIEVA, 6]， 于 是 有 z, 和 A, 使 得 


D Kz, = nns [Zn B |<, [za = Y 


显然 存在 N = 及 “使 


Ik 20. 147; 2 天 0 KH 


(3.164) 式 知 Ža? — P, K ar ÀI- KW e ). Hi $3.4 引 理 
3.18， 人 在 在 工 使 得 


Krz= 7, I-Ai<e, lei= vy, 


y(0) =&(1) = 0。 
它 等 价 于 算 子 方程 

u= Kf(y), YEE, (4.57) 
其 中 E={y: yE C[0, 1], y(0)=y(1)=0}, 


Kg) = f G(z, E)E dé, 


Tli -y), 0<r<y, 
G(r, y) -Í 
y(1 -7), y<T<1, 
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1 
4 =}. 
Ta Kf, E—E 是 列 紧 的 非 线性 算 子 . 又 设 f(y) 是 实 轴 上 的 连 
RERI FO = 0， 卢 (0) 二 0( 不 失 一- 般 性 可 以 认为 1(0) =1)， 
让 usisrp  KFCO. 
因为 方程 


$ oyp 
- r = Og 


# ENCO, 1) EUERE ME A 12 0945 E Ba 8k 3; 


AB = nên? 加 = > sin(nmz), n=1,2, (4.58) 


WRF KIO HYR EA 


uM = kr (4.59) 
从 而 (4.59) 为 算 子 KE 的 此 点 ， 即 na 为 (4.56) 的 歧 点 。 
例 4.4 考虑 变 分 问题 
a(u,u)=A[b(u, u) + (u,v)g], u, VEV, (4.60) 
Hh V, H 均 为 Hilbert 空间 ， V H, V= H HB V ŒH 
入 是 连续 的 、 列 紧 的 。 a(u, o) E V < V 上 的 双 线性 对 称 违 续 泛 
B, TEWE 
a(u, u)>aj|u|;, a>0, vu€V. 


M bu, v) 也 是 V x V 的 泛 函 ， 但 对 固定 的 u €V, CEV EX 
于 v 的 线性 有 界 泛 函 ， 当 固定 o 时 ， 它 是 关于 u 的 非 线性 泛 函 。 
此 外 


[Cu U) — bluas u)| SMCs u,)|ui -zalrloilzy 
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iblu, v) <u) lol, AB(u)=o(1ul), 
其 中 uo uo u, VEV; M(uj, ua) Jë V xV KOAR, pu) 
J V LAZA. 
Wik 4, 是 线性 问题 
a(u,u)= 4( u) a, 8, VEV 
的 简单 特征 值 ， 划 2。 是 方程 (4.60) 的 分 上 点 ， 而 它 的 近似 分 歧 
点 可 由 近似 特征 值 问题 
allny Un) = (Un Vn) 5 uo UE V, 
求 得 ， 这 里 这 ,是 这 的 有 限 维 子 空间 ， 且 {VV} 终归 筒 于 六。 
BE ko WRR V 中 引入 新 的 内 积 :， (4, v) = a(w,v)， 
则 jule=alu, u)kt V 的 等 价 范 数 ， 仿 例 4.2 的 方法 ， 可 证 存在 线 
性 全 连续 算 子 L, VV 使 
(u, UV)a= (Lu, u)e,u, VEV. 
类 似 地 ， 也 存在 全 连续 算 子 B: V>V 使 
blu, v) = (Bu, uv)s， 


故 (4.60) 可 等 价 于 
(u,v) =A[ (Bu, v)e + (Lu, u)e] 
或 u = ABu+ALu, (4.61) 


进一步 不 礁 验证 ，(4.61) 中 的 算 子 L 与 B 满足 定理 4,9 中 的 条 
件 ， 只 不 过 这 时 用 -p 代替 了 那里 的 人 
最 后 指出 , D- 半 和 连续 的 列 紧 算 子 实际 上 是 连续 的 ， 因 而 定理 
4.9 可 化 为 全 韦 续 算 子 的 分 收 问 题 ， 但 采用 D- 半 连续 的 假定 比 用 
连续 性 假定 较 容易 验证 。 
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紧 线性 算 子 的 一 些 基本 结论 


本 附录 取材 于 Aascione — |$ P113—P120[1] 所 罗列 的 结 
论 。 目 的 在 于 帮助 读者 了 解 正文 中 用 到 的 契 关 线 柱 列 时 算 子 以 及 
线性 算 子 中 的 某 些 性 质 ， 

设 X 是 实 的 或 复 的 Banach iij H L(X) 表 示 所 有 工 ， 
X X 的 线性 海 异 算 集合 。 Wi £ KERRE X, HARA 
对 每 一 个 有 界 集 S X, KS AARC 等 价 地 ，KS 是 序列 列 
紧 或 "KS EAR). 


IR ATEH AMK E 
LX). Pr4£ X 二 的 列 紧 线性 WLX) 的 子 空间 。 由 于 
X 是 完备 的 ,因而 它 也 是 闵 子 空 闻 。 因 为 任 总 有 限 维 线性 冉 范 空 


间 的 有 界 集 均 为 相对 紧 集 ， 所 以 如 果 K€ LO X)H dim( K X)< 
+o, MJ K 是 列 紧 的 ， 又 当 KARK TAARAT KT 
及 TK 均 为 列 紧 算 子 ， 同 样 ， 芝 K€ L(X)7188, w 

P(K)=aK +a K’ + taK" (a, JAD 
BEAR. E, ti K€ L( X) 58, HT. Ka HN 

C(I- Ky»"=T- Kon=1, bo. 

定义 ， 则 K, 也 是 列 紧 的 ， 由 此 营 设 KE 上 (六 ) 为 列 紧 算 子 ， 对 
I- K 能 成 立 的 性 质 ， 也 容易 推广 3O- K)", nal. 

下 面 的 Riesz GIRATA ARAT taa 9105" 

引 理 1 设 MC X RAMTEN, WARA se> 0， 存在 
z€ X, 4 - 
[z,| = 1, lx, ~ y} >l -= ès yyEM, 
又 车 dim M<+%, WEETEX, EA 

248 


Iz|= 1, [z-#[21, VEM 

利用 这 一 引 理 ， 能 够 证 明 当 X 为 无 限 维 时 ， 可 以 产生 一 无 
穷 序列 (z, 满足 lz 中 = 工 且 zwn -z,|221, n221, mAn, 由 此 得 
#J, 若 X 的 每 一 个 在 界 集 均 为 相对 紧 集 ， 其 充分 且 必 要 条 件 是 
dimX<+co。 

一 个 单位 算 子 1 CIL(X) 是 列 紧 的 充 要 条 件 是 dim X < + co” 
因此 ， 如 果 KELNERKA, WR dim NU -K)< +0, 
WA dim N[(I - K)"]< +o, noi, AHH K 的 列 紧 性 及 
Kz= Iz, yE NO -KR I EZANA- K) ELAK. W 
Fe H KELILAN Z, X K FE, TÆ K''K = 了 ,因此 
天 -有 界 的 充 要 条 件 是 dim X < +co, 

但 是 ， 下 面 的 结论 是 成 立 的 。 

定理 1 设 KEL(X) 列 紧 且 (7 -天 )- 存在， MJ (I - K)"' 
有 界 ， ` 
为 了 证 明 它 ， 需 要 用 到 下 面 两 个 引 理 。 

引 理 2 +; KEL(X) 是 列 紧 的 ，SCX， 则 
S 闭 ， 有 界 => (I -K)S i. 


证 令 yE(T-K)S， 于 是 存在 无 穷 序列 {zn}CS 使 得 
U -KK)z,>y。 因 为 KS 是 序列 列 紧 、 于 是 存在 子 序 列 {7。 yK 
v, 使 得 Kis, —u 邻 T=y+v， 则 
n, =C- K) 3n, + Kz, — z, TES, 
Q - K) ta, — (I - K>s, 
(IT-K)r=y, s€ (1 - K)>S, 
FRU -KS 为 闲 集 ， 引 理 成 立 。 
U< z€ X, tsj=1 CE X 上 的 单位 球面 ， 漆 人 E 
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LX», Wiz 
; ing ITE! 
= į = 
s E 


引 理 3 2; T€L(X), W 

G) JT é> 0€TU, 

Gi) 3T 有 界 所 > 0ETU >m T> 0= jT '] 

mai 
=m’ 

Gii) 3T, TU Bj => TC 4R, TX 闭 。 

证 〈i) 与 (让 ) 是 显然 的 ， 设 了 存在 ，TU H, AG), Gi) 
AT 有 界 ;， 如 有 yETX，y 隆 0， 于 是 存在 YTX, Yr>y 
H nE vn, @ z.=T- Yn M| z,#0, Vn, MEAT} Ca- 
uchy 列 ， 于 是 如 za 由 也 是 Cauchy 列 ， 假定 jznl 一 r， 因 .T 有 界 
Tü E. Tzn= yy iro. AN 

Ta) v ve THU 
因为 TU 是 闭 的 ，T(rU) 也 是 ， 故 yET(rU)cTX， 因此 TX 
也 是 闭 的 。 

由 引 理 2， 引 理 3 立刻 得 定理 1 。 

下 面 的 定理 4 将 进一步 肯定 (T- Ky'€ L( X), 为 此 需要 一 
些 别 的 概念 。 

假定 X 是 任意 的 线性 空间 , 用 图 表示 X 的 零 子 空间 , LAX) 
表示 所 有 T, X— X 的 有 界线 性 算 子 组 成 的 集合 ， 如 果 逆 算 子 
存在 时 ， 用 了-! 表示 7 了 HA, WA-—4 T€ L( X) MTR 
RT WETER, F 

T©D=4{1€X; TIED}, DCX, 
Hah T'U@- 入 (7T)， 如 果 定 义 T =(7"), n=0, 1; 
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MJ 7-"@ = X(7"), HARER 
Tiempos = po min), pms Tn) 
容易 得 知 ， 对 每 一 个 T€ LO(Xy 存在 唯一 的 并 称 之 为 升 指数 


&=a(7) 及 降 指 数 6=6( 了 ) 的 非 负 整数 或 + co, 使 得 当 # =0,1,2， 
时 


TOET "g <n<a, 
T" X=7* 1X <>n<6, 


由 于 了 ' 国 -@, 7° X - X, ka -0<=>7-1 ffe, ó - 0 
TX=X. 

定理 2 设 TEL(X), a=a(T)<+%,6=6(7T)<+%, 
则 wx=6， 而 且 T 存在 的 充 要 条 件 是 TX = X, 

证 ik z€ X, DCX, m>0, TE 


T Te-z+T-'@ T-iTD-D+7T-`J@, 
TD=-7X<=> X - D+7-`@, 
7m"D - T" X> x =D+T-"@. 
对 于 任意 的 m> 0 及 nZ 1, HU 5 的 定义 知 
ó<m€7m(7"X)- T" X€> X - T"X +T-"@, 
从 而 推 得 
X=7T"X+7"®, n>0. 
又 根据 a WEL H TOT, AMEER 
X=T"X+T-@, n>0, 
可 见 ó<a, 
男 一 方面 ， 对 于 DC X fi m2 0. # 
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TT-ipD=-T X nD, 
T D-T- ®O>TXND-®, 
T-”D-TmO&>T”XND-®. 
又 对 于 任意 m>0 和 n>1, H a 的 定义 知 
a<m<>7°"7""® =-7"®@<>7T"XN7T""®D -@, 
从 而 推 得 
TXAT "®=®, n>. 
类 似 地 ， 根 据 SE TXCT*X, FRE 
7T"Xn7-"@@=@,，">0， 
故 得 a<6， 因 此 a = ó, 
定理 的 最 后 部 分 根据 前 面 所 述 是 明显 的 。 
定理 3 ik X JjBanach 空间 ， 若 KEL WR, W 
all -K)=ôI-K)<+o, 
证 KHN =-K) SN (U-K) 1<n<a (I 
-天 )， 由 引 理 1 知 存在 mvE NCU -KEI 
rl =1, [z,-%]221: ve€ N((G(I- K>"). 
对 任意 的 整数 m, m 1 <m<n<all-K), FERM 
vp- (I - Kz + (1- Kyz,€ NU - K)", 
便 得 IKz,-Kz,|2>1. 
如 果 a(I- K)= +co， 上 述 不 等 式 与 K 的 列 紧 性 相 了 矛盾 。 类 
似 地 也 可 得 6(7 -K)< +o, 由 定理 2 知 (I - K) =a(1—- K). 
下 面 我 们 给 出 列 紧 算 子 的 Fredholm 择 一 定理 ， 首先 回顾 
一 下 有 关 合 维 概念 。 设 M 为 X 的 子 空间 , 如 果 又 有 子 空 间 N. 
使 得 X =MEN, Ik N 的 维 数 n< + ce 便 称 为 M 的 余 维 , 并 
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记 codimM = n, 

定理 4 it K€ LX), W 

G) 3U-K >(I - K)X = X=> (1 -K)'EL Xy, 

Gi) dimX(I- K) =cošám(I1— K)X. 

证 由 定型 1 一 3 推 得 G) 成 立 。 记 nK) = min (dim y 
C-K), codia (I -K)X), 因为 n(K) 有 限 ,如 果 n(K)= 0, 
那 末 由 于 (iD 成 立 ， 从 而 (ii) 也 成 立 。 假 定 n(K) 宇 1 ， 故 存在 非 
SG aC N(I-K)K o€ (I-K)X, 由 Hahn-Banach 定理 ， 
EX 上 存在 有 界线 性 泛 函 p, IE p(u)+ 0, 定义 Lzr= p(z)o, 
TA L€ LO Xü H. L J| EB. nK +L)=n(K)- 1, Aii 
可 归纳 得 (ii)。 关于 本 定理 中 (ii) 的 证 明细 节 ， iA BTAX 
直 等 著 的 《 线性 泛 函 分 析 入 门 ) 一 书 第 三 章 第 四 节 中 得 知 。 

当 4 天 0 时 ， 由 于 (4T 一 太 )= A(T 一 本 -1K )， 因 此 .上 而 对 于 
了- 天 论述 的 结果 同样 适用 于 (41 -天 )。 由 定理 1 和 4 推出 : 
如 果 K € L( X) 3398 EF, 0 A 0 时 ，4 或 者 是 天 的 特征 
值 ， 或 者 (47 -KK)-!1EL(X)。 对 4= 0 的 情形 ， 不 同 点 是 或 者 
0 为 K 的 特征 值 ， 或 者 K-' 存在 ， 但 只 有 dim X< + co 时 才 
能 使 天 -6E 工 (于 )。 另 外 ， 定 理 4 的 (ii) 还 说 明 算 子 (7 -KE 
空间 的 维 数 与 其 共 轰 算 子 (7 - K y* 的 零 空 间 的 维 数 相等 ， 因 为 
dimN(I - K) =codimR(I ~- K) =dimN((I - K)*). 

下 面 的 定理 5 刻 划 了 列 紧 算 子 K 的 特征 值 的 个 数 ， 其 证 明 
可 以 直接 由 引 理 1 得 到 。 

定理 5 i K€ L(X)9J8, H| KK 的 特征 值 或 者 是 一 个 右 
限 集 ， 或 者 是 一 个 以 0 为 极限 的 无 穷 序列 。 


附 * 二 
Co6oJleB 空间 的 定义 及 鳞 入 定理 


本 附录 将 简要 介绍 正文 中 用 到 的 广义 导数 及 Co6omea 空间 
概念 ， 并 且 不 加 证 明 地 给 出 常用 的 嵌入 定理 。 
设 Q 为 n 维 欧 氏 空间 中 的 有 界 域 ( 开 的 ， 不 一 定 连通 )， 记 
x O'™!. =a, +a, +" +a, 
De nT s anaaga ap 
定义 一 一 个 在 人 上 局 部 可 积 (MAAE Q C Q 上 均 
可 积 ) 的 函数 ula), 如 果 存 在 另 一 个 局 部 可 积 函 数 f(z) 满 足 
| ywaz=(-D “| pwaz，vypeci(2)， 
0 o 
则 称 w 有 a 级 广义 微 商 ， 并 记 D%u = f, iX H C?( Qy F Q 
无 穷 次 连续 可 微 且 支 集 是 属于 内 部 的 函数 类 。 
广义 微 商 如 果 存 在 则 必 唯 一 。 š 
一 些 作者 也 采用 下 面 等 价 的 方式 定义 广义 微 商 。 
定义 二 一 个 在 Q 上 局 部 可 积 的 函数 wu， 着 存 在 Q 上 局 部 
可 积 的 函数 /(z)， 使 得 


| /edz=(-Do| uppar, vee cen), 
o Q 
Miku a BM, 这 里 C2'(Q) 为 支 集 在 Q 内 部 并 具 
有 “次 连续 微 商 的 函数 集合 。 

EXI Q 上 的 局 部 可 积 函数 / 称 为 Q 上 的 局 部 可 积 函 
# u i a 次 广义 微调 ,如 果 存在 在 兄 内 a 次 连续 可 微 函数 {po}， 
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使 得 Pnl), D*p,(2) F Q” 上 在 工 范 数 意义 下 收敛 于 4 和 f, 
其 中 VER 为 其 任 一 真子 域 。 

具有 广义 微 商 的 函数 与 函数 的 绝对 连续 性 有 着 密切 的 关系 。 
考虑 一 维 情形 ， 设 D 为 开 区 间 (0, 1)， 如 果 u 在 [0, 1] 上 绝对 连 
续 ， 于 是 古典 微 商 “'(z) 几 乎 处 处 存在 且 可 积 ， 根 据 分 部 积分 公 
RE 


uwp was | wenpez，veecilo D, 
此 即 表示 w(z) 是 广义 微 商 ， 反之 ， 若 u(z)€ L(0, 1) 且 其 广义 
微 商 EE 于 (0，D 上 也 局 部 可 积 ， 则 wz) 必 等 价 于 [0, 1] 


上 的 某 一 CTI 对 多 变量 情形 也 有 类 似 的 结论 。 
下 面 给 出 Co6ones 空间 的 定义 。 我 们 仍然 假设 Q 为 R” 中 
的 有 界 开 域 ，m 为 整数 ，2p 宇 1 。 
定义 四 EWOH Q la| <m 级 广义 微 
商 且 广 义 微 商 属于 ZL2(2) 的 函数 的 集合 。 慢 
H3C2)= {uD"uE LQ), Via<m}, 


如 果 在 集合 中 32) 中 引入 范 数 
lu] m “(J RD) 


wpa 

,ep L 

=( D ID“u]?rsuo))"o 
idam 


那 末 集合 W3(Q ) 便 称 为 Co60nes 空间 ， 并 称 范 数 lel s o, 为 
Co6ones 范 数 。 
不 难 证 明 ，Co6ones 空间 是 Banach 空间 。 
TEKIH, RR WSO) =L), Xin p= 2 ， 此 时 记 
WO) Hm(Q), 显然 H™( 8) 为 Hilbert 空间 ,其 内 积 定 义 为 
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(u, v) = 28 (D*u, D=o) 3 0,» 


一 些 作者 以 男 一 形式 定义 Co6ones 空间 。 

定义 五 以 C"(Q) 表 示 一 切 于 Q EJK 连续 可 微 且 其 
Co6ones ERA rB Y. si], 定义 WE(Q) 为 C”"”(Q) 关 于 
Co6oneB 范 数 的 闭 包 扶 戊 的 函数 集合 

可 以 证 明 ， 定 六 四 与 定义 五 等 价 。 

定义 六 称 CY(Q) 在 Co6catB 范 数 下 的 完备 集 为 空间 
NEO). M p=2, WEAH). 

BA, W;(Q CHQ), 

AJF FARREN a, vE H'(Q ) 如 下 的 Green 公式 成 立 


ju , 
fu e dr =- f vda + [ndy 1<i<n, 
Q O r 


Hih T=òQ ; Lipschitz 条 件 ，?= (yi Pes s Ya) 为 单位 
Shik KS. Hk, Ai- TRE u, Wi RE, 则 对 任意 
uCEH Q), EHQ), 有 


SA Ou òu 
f Dg- -Ur= - Jawasa -Sod y, 
E o òY 


;1071 
o o 
其 中 0 D v 设 ，， 作 为 -个 推论 ,对 四 2 HQ) 
= [u-d ody 
i unv 一 juvjd r je FAO Oy u)dy, 


在 瑟 "(2) 空 间 中 ， 经 常 使 用 半 范 数 


Im (2.1 J| = r ‘da y'. 


又 当 Q 为 有 界 时 ， 存 在 常数 ORE 


|ë|o<e(Q)iu , > u€ Hi(Q). 
办 此， 在 Heo, HBA a Speo Pi 


IRA EEUE, JEM EtA HHE A PF KIRRI RE 
念 。- -PE ARR OCR 称 为 满足 锥 条 件 ， 如 果 存 在 一 个 以 z 
为 质点 ，， 为 半径 的 n 维 锥 Ce(z)， 使 得 任 一 点 JEQ， 都 在 以 
CAPIRE Co(y) 三 内 与 某 … 方 向 的 Cs(z) 相 重合 

定理 一 ¿QC AU EET R, k 是 满足 不 等 式 
Cm 一 入 之 nn 的 非 负 整 数 , 则 任何 (5) EW 9) 必 属于 Cx( Q) 
且 音 与 之 万 关 的 党 数 M, W 


iul <M lul 
cko 


wpa’ 


ub, WART I, WECO CQ) 是 列 紧 的 ， 即 任 一 在 
WDE UE, J) CEO 中 的 相对 紧 集 ， 其 中 CRO E 
于 Q 台南 到 和 阶 汪 办 连续 导 效 的 函数 空间 ， 其 花 效 为 
lel =max sup |D“a(z)|. 
grü (mis 
定理 二 iL QCN 为 满足 锥 条 件 的 有 办 区 域 ， p> 1， 

mpn, 六: 是 更 的 * 维 光滑 流 形 ， 而 n-mp<s=<n, u(z)€ 
We”), ü) UELI), Hih ¿<p&af(n-mp), WE 
在 M 使得 


iul acr SMit paco). 
RAIT 1, WO) LLC ORIZ. 
定理 三 ik QC h" 满足 锥 条 件 的 有 有 界 区 域 , |A| >m-n/p, 
s>n-p(m-1B1), ¿<ps/(n— p(m- |B|)3; Ta Æ Q RIY s 
METE, CWO), WERI M 满足 
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IDsu| icr) SMIul, 


TICrs) 


P”). 


MEARAHT 7: W,"(Q)—>LU(T' E] EB, al s=n 
时 ， RART I, W, n(Q)—>W 4 ORAA, Fah 
g<np/Cn- p(m- | B|)3. 

ERD ik QCR 是 满足 锥 条 件 的 和 有 界 区 域 , 则 当 m > m. 
> 0 B, W." OE W "(Q U A ATEARI. 

上 述 庄 定 理 的 证 明 可 参考 一 般 论述 Co6ornes 空间 的 专著 ， 
例如 Co6oneB《 证 函 分 析 在 数学 物理 中 的 应 用 》 一 书 。 


附 录 三 
Fréchet 导数 


设 X, Y 均 为 Banach 空间 ， 记 LO X, Y) 为 所 有 下 -> 也 
的 线性 有 界 算 子 的 集合 ， 用 S(T，, 7?) 表示 以 7 为 心 ，r 为 半径 的 
球 。 
定义 一 设 y=P(7) 是 由 Banach 空间 X 的 某 个 开 子 R 
D(P) 到 了 的 非 线 性 算 子 ,我们 说 y=P(7Y) 在 点 TEDA 
Fréchet 可 微 的 ， 是 指 存 在 一 个 算 子 H€ L( 针 ，Y )， 使 得 对 于 
某 一 正 数 6 55S(z,, ó) ND(P) 中 任意 一 点 3。+ AZ, f$ 
Plzo+ Az) = P(z,) = H-Az+o(z, AT), 


; Lle(zəAz)]|| _ 
其 中 m. TAs] 03 
Miik H Jj PE z= z, i Fréchet 导数 ， 并 记 作 H = P2). 
如 果 PE X 中 的 某 区 域 G 的 每 一 点 都 存在 ， BRAD P 
在 G 中 是 可 微 的 ， 而 P"(z) 是 由 G 到 LX, V ) 中 的 算 子 (一 
般 是 非 线性 的 ) 。 MTP 称 为 在 区 域 G 是 一 致 的 Fréchet 可 
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微 ， 如 果 
Jo(zAz)1 
n iii lAz]| 
关于 z€ Ç 一 致 地 成 立 。 

TR, ME PEE 7。 处 可 微 ， 则 其 导数 是 唯一 的 ， 而 且 
P(x) 在 x。 处 是 连续 的 . 设 P=aP,+6P,(a, 6 为 常数 ), Pi Eo), 
P/E, W P OOBE, APE) aP E) + 6 P#,(z.). 
ERRE GRIT P 在 任 一 点 r. 都 是 可 微 的 ， 且 Fréchet 导数 
就 是 其 自身 , 即 P(x。)=P. 又 车 P(z) 是 由 Banach 空间 的 区 域 
G 到 了 中 的 可 仇 算 子 ， 而 OU Eh Y pHK DOD) > 
P(G)) 到 Banach 空间 Z 中 的 可 微 算 子 ， 那 末 4= QCLP(X)) 是 
m G #J Z 中 的 可 微 算 子 ， 并 且 对 于 z, € G 

(QPy(z,) =Q'“(P(z,)) * P'E). 
特别 如 果 Q 是 Y 到 Z 中 的 线性 算 子 ， 那 末 
(QP)’(z) =Q + PE), 

类 似 地 可 以 定义 高 阶 导数 。 

定义 二 设 P.GC X--Y 是 可 微 算 子 ， 如 果 P) 在 点 
r, € G 又 是 可 微 的 ， 那 末 称 算 了 POE z, 处 有 二 阶 导数 并 且 记 
CPE) = PE.) ETE n 阶 导数 为 

P™ (z) = (P-)(z))/, 


= W: 


如 前 所 述 ， 对 于 固定 的 EG, Pz) E LX, Y), HA 
P'(z) 是 由 G #| LOY, V) CERE ) 算 子 ， 从 而 对 于 固定 的 
zr P'”(za) 是 LX, LAX, Y) 中 的 元 ， 于 是 对 于 z，zEX， 
(P'(a)z)z 可 AE R EXXX 到 Y 的 双 线 性 型 ， 并 简 记 它 
为 P'az, HEH 已 wm(zo)z mer, 表示 由 PCzo) 引出 的 
-线性 型 。 
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定理 一 ik P(O, G C X -- Y RATRAT, MAr 使 
z+ AZEG， 则 有 下 述 有 限 增 量 公式 
IPAD- PEDE sup IP'C2NHAzI] 


Z=-z +o r 
9<e-1 


及 带 余 项 的 有 限 增 最 公式 
[Pix + Ax) - Pir) - P'a AT] 
< sup IP'(z t GAT) -= P'(zo) |*|Az1. 
定理 二 如 时 Pa): G C X >Y 是 具有 二 阶 导数 的 算 子 
R Yo zo+AzEG， 则 有 
LPGz+Az)- Pis) —- P'(z,)AzI 
<L sup (POA, 


TI-T0+OT 
0-e 1 


微分 概念 下 ， 中 值 定理 仍然 成 立 。 
定义 三 ik P(z): GC X >Y WRT, J 4 表示 实 变量 ， 
对 任意 hEG( 使 PCe+4) 当 足够 小 时 有 意义 ， 当 
lim Plat Ah- Pln) 
存在 时 ， 称 PCEYE z A'l Gateaux 可 微 的 ， 而 上 面 的 极限 
叫做 PETE z, 处 对 应 于 增 量 上 的 向 分 并 表示 成 DP(z。, h), 
特别 当 V = R C 实数 空间 ) ， 即 P(z) 是 X 上 的 泛 函数 /(z) 时 ， 
此 时 Gateaux 微分 也 叫做 f(z) 对 应 于 增 量 h 的 微分 ， 又 如 果 算 
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F P(z) 在 z, 点 处 有 Fréchet 导数 ， 那 末 P'(z.)h 叫做 对 应 于 
IRE 大 的 Fr chet 微分 ， 不 难 证 明 ， 由 Fréchet 微分 的 存在 可 
推 得 Gateaux 微分 的 存在 ， 并 且 二 者 相等 ， 反 之 则 不 一 定 。 
定理 三 ” 设 泛 函 f(x) 的 Gateaux 微分 Df(z, h)# Banach 
空间 A 的 一 个 开 凸 集 G 的 每 一 点 存在 ， 那 来 对 任意 点 了、 了 + 
EG, 下 列 Lagrange 公式 ( 或 称 中 信 公 式 ) 成 立 ， 即 存在 实数 
rt 使 ç 
fz + h)- f(z) = Df(z +r h, h), 0<r<1, ` 
定理 四 2 P(z) 是 定义 在 Banach 空间 X 中 的 FaR 
G 上 而 在 其 共 驾 空 间 X* 中 取 值 的 有 线性 Gateaux 微分 的 算 
T, WK, 对 于 zy,z+zEG 以 及 任意 六 EX， 必 存在 实数 
(与 有关) 使 9<r<1 而 且 > 
(P(z+zy-P(z))h= DP(z++rzy,z2)h, 


上 述 定理 的 详细 证 明 可 参看 关 繁 直 “ 泛 函 分 析 讲 义 %。 定 理 
三 也 称 为 泛 函 的 中 值 定理 。 

上 面 己 经 提 到 ， 算 子 的 Gateaux 微分 存 在 推 不 出 Fréchet 
微分 也 存在 ， 但 是 对 于 泛 函 ， 应 用 上 面 的 中 值 定 理 可 以 推 得 ， 如 
果 它 的 梯度 在 基点 邻 域 存在 且 连 续 时 ， 可 推 得 Fréchet 微分 在 
这 点 也 存在 ， 而 且 在 这 点 的 两 种 微分 相等 。 

最 后 有 必要 指出 ， 如 果 算 子 PORNE AORAR, B 
KIME M £, 1, EX, RRP +t(z—z,))> z — z FELO, 11 
关于 上 可 积分 ， 则 jz) 可 以 表示 为 


/cz)= fczo+|. 《P(zi+tz-zo)),z-zo)dt。 
显然 ， 当 (P(zo+tZ-zo))， zzo) 关 于 + 于 [0，1] 上 连续 时 ， 则 
它 一 定 是 可 积分 的 。 
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